Ubungen 6. Vorlesungswoche: Bitte einreichen bis 30.5.2023, 10:00 Uhr in Kasten (5. Stock, Geb&ude 46). 10 Punkte

7. Betrachte zwei gekoppelte Pendel in der Abbildung mit einer ,perfekten“ Feder, die durch ein quadratisches Potential
beschrieben wird. Die Feder sei entspannt, wenn beide Pendel sich im tiefsten Punkt befinden.

&
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a.) Bestimme die vollstandige Lagrange Funktion und die zugehorigen Bewegungsgleichungen.

b.) Bestimme die Matrizen y, und 7, in der Naherung kleiner Auslenkungen. Berechne die Eigenfrequenzen und die
zugehorigen Auslenkungen der Eigenmoden. Beschreibe die jeweilige Bewegung.

c.) Mache einen geeigneten Ansatz fir die Rayleighsche Dissipationsfunktion um Reibung zu berlcksichtigen. Wie andern
sich die Bewegungsgleichungen und die zeitabhangigen Losungen fur kleine Auslenkungen?
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Schwingungen mit kleinen Auslenkungen: Lineare Naherung in der Nahe des Gleichgewichts

0
Annahme: Fir jeden Massenpunkt gibt es eine stationare Gleichgewichtsposition

Entwicklung in kleinen Auslenkungen (lo ‘Hl(f)

Kinetische Energie:

Potentielle Energie:

V(q’ +q())=V(q )+Z—q, Z 14,4, +

Genaherte Lagrange Funktion

L=T—V~—(Z 44— Z zq]%j
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Bewegungsgleichungen L=T-V= E[ZZ‘,TJJQ;% _Zleij%j
J’ .]5
0L(q,9,?) _ d OL(q,9,?)
oq . dt  0q,

J

- Zij% = Zsz%
/ /

Ansatz: Eine Eigenmode schwingt mit der gleichen Frequenz fur alle Auslenkungen der Koordinaten.
i0,
e J

Jede Auslenkung wird durch eine Amplitude und Phase beschrieben @ ; = ‘aj

q,(t)=Re[a; exp(iwt)]

(V —a)zT)-a =

a= (V—a)zT)_1 0
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Charakteristisches Polynom fir Eigenfrequenzen
2
det\V—-o'T)=0

Interpretation:
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Neues Thema: Legendre Transformation und Hamilton Formalismus

Es soll eine Funktion 4(x,y) gegeben sein, mit dem vollstandigen Differential d4 = a(x,y) dx + b(x,y) dy.

Eine Legendre transformation definiert eine neue GroRe

B=ax-A4
Beachte: es gilt fur das vollstéandige Differential dB = adx + xda—-d4 = x da—-bdy

Anderungen von B werden durch Anderungen von ¢ und y beschrieben. Daher ist die Legendre Transformation eine
Funktion von diesen Variablen B(a,y).

Es qilt x:(a—Bj und b:—(é—BJ :
oa ), oy ).
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Beobachtung:

Die Hamilton Funktion H(p,q) = pg— L ist eine Legendre Transformation der Lagrange Funktion L(q,q4.t) =T - U

oL oL oL oL OL . doL oL
dL=—dg+—dq+—dt = pdq+ pdqg+—dt mi isi =— =———=—
oq q PY q Py paq + paq Py mit dem generalisierten Impuls P Py und P di 0 oq

dH =d(pq)—dL = pdq'+q'dp—[9dq—pdq'—2—fdt = q'dp—bdq—i—fdt

Vergleiche mit vollstandigem Differential

oL . ' OH oH oH
dH = ¢dp — pdg — —dt =——dp + —dq + —dt
qdp — pdq —— o P o,

Ergibt Hamilton’sche Bewegungsgleichungen
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Pj===
9a:
Zusammenfassung Hamilton Formalismus quGL oL
1.) Bilde Hamilton Funktion Pideq  oq
H(p,q)=p-q-L
5 oL S (oH oH ) oH
dH = .I‘dl‘—.fdf - —dt= —df+—dg + — df
i;(q pi = pidqs) - — I_Zl(api pi+ o da )+

2.) Stelle Hamilton’sche Bewegungsgleichungen auf

qr':a—H, 121, ..,S,
ap,-
oH

pi=—-——, i=1,...,S,
qu

oL oH

ot ot

3.) Lésen
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Beispiel: Kleine Auslenkungen L ZT_VzE(Z;‘ 1%% Z qu%J
J:
Generalisierte Impulse P a - Zzl Jz%
J

) 1

Hamilton Funktion H= ijqj —L=2T-L=T+V :E(Z,: pjpl +Z ququ
J Js

Bewegungsgleichungen

Z ji pz

ap, !

q; =

/

.j__% Z 4



