Ubungen 4. Vorlesungswoche: Bitte einreichen bis 22.5.2023, 10:00 Uhr in Késten (5. Stock, Gebaude 46)

m .,
5. (7 Punkte) Betrachte ein Teilchen unter Einfluss der Gravitation L =E —mgx

Berechne L~ fiir eine Spezielle Galilei-Transformation x“ = x + at .

d ., df

, ¥ =
Bestimme f'so dass do dt

Was ist die entsprechende ErhaltungsgroRe? Was bedeutet das fur die Bewegung?

6. (8 Punkte) Bestimme die allgemeine Hamiltonfunktion eines geladenen Teilchens H =p-r—L in einem elektro-
magnetischen Potential als Funktion der Position und der Geschwindigkeit. Dricke dann die Hamiltonfunktion mithilfe der
generalisierten Impulse aus. Entspricht die Hamiltonfunktion der Gesamtenergie des Teilchens? Wie hangt die Hamilton-
funktion vom Vektorfeld ab?
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Last week: Noether Theorem:

kontinuierliche ,Symmetrietransformation*” der Koordinaten q° (q,) mit q“° (1) =q(t) und L(q,q.5) = L(q“,q4%,1) Vt,a

. S, 047 & 0L 9q5
Integral der Bewegung I(q’q’t) - Z;pj 8015 - le ch‘ 5OJ£
J= a=0 J= J a

=0

m ., ) )
Beispiel Freies Teilchen: L:E(x +y +z7)

1.) Translationsinvarianz

X" =x+¢
Y =y+a,
2 =z+a,

ErhaltungsgroRe
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) «94; oL 0q;
](qaqat):zpj 0 :ZaT 0
2.) Rotationsinvarianz o oa =90,
Um x-Achse
x* 1 0 0 x - x” 0 0 0)x
y*1=|0 cosa -—sina |y P b =0 0 —-1|y
o
z? 0 sina cosa \:z z? . 01 0\z
o=
ErhaltungsgroRe
Um y-Achse und z-Achse Lie Algebra und allgemeine Rotationen

cosaa 0 sina
y* = 0 1 0

z —sinaa 0 cosa )z

cosa -sina O
=|sina cosa O
z% 0 0 1\z

Alternativ: zyklische Koordinate L = %(ﬁ +7207 + 7@ sin> 0)
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g
dq; oa

a
j
oa

. s, 0
1(q,4.0)=)_pS
=

J=1 a=0

a=0

3.) Spezielle Galilei-Transformation

x“=x+oat - e’
« [ =—((x+a)* +1*+z)=L+moax+—
X =x+a«a 2 2

d df

—L  =m(x+a)=—
da ( ) dt

ErhaltungsgroRe

1(q.4.0) =) p*
j=1

o

oq ]
oo

— [ =mxt — mx
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Bisher: nur konservatives Potential

Laut Herleitung aus Z mi¥; - Or; = ZK,- -0

I

in Vorlesung 1-7 und 1-8 gilt generell fir die verallgemeinerten Kraftkomponenten

dor or X o

. Q=Y K=
dtdg; odq; z'; aq;

Definition: Ein verallgemeinertes Potential U = U (qy,...,4s,41,---,9s,1)

muss folgende Bedingung erflllen d oU oU

Die Bewegungsgleichungen werden durch die verallgemeinerte Lagrange Funktion L = T — U gebildet

OL(@,a1) _ d OL(a,,1)
oq . dt 0q,

J J



4. Vorlesungswoche: Verallgemeinerte Potentiale und Kraftkomponenten
Beispiel: Lorentz Kraft und Vektorpotential F=¢g(E+rxB)

. : ‘d oU o0U
Entlang x-Richtung F.=q(E .+ yB, - ZBy):Eg_a_x

Ansatz fur Geschwindigkeitsabhangigkeit: U= q(gp o XAx)

doU oU d 5
=90V U _ 4 0% (o
Tar or ox g™ q@x(¢ i)

Spezialfall: Statisches Magnetfeld unabhangig von x, dann mdgliche Losung Ax — sz B ZBy

Allgemeiner: Beschreibung mit skalarem Potential und Vektorpotential U= Q(§0 —r A)

Behauptung: Dieses verallgemeinerte Potential ergibt Lorentz Kraft mit folgenden Feldern

e,
B =rotA; E:_VQD_EA

0
Bemerkung: Die homogenen Maxwell Gleichungen sind dann automatisch erfiillt rot E + 5 B=0; divB=0;

e rot(grad U) =0

e div(rot F) =0
o rot(rot F) = grad(div F) — AF
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Berechnung allgemein

p_doUu_au d o

X

“dt 0% Ox

Somit:

F.=q(E, +yB.~2B))

Felder
E = _8_(0 B O0A,
ox Ot
B 0A, B OA,
Y 0z  Ox
_ O0A, 04,
S Oox Oy
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Fazit: Allgemeine elektromagnetische Lagrange Funktion fiir ein geladenes Teilchen
. m . 2 -
L(r,it)= ?r +q(ir-A)—qo

ACHTUNG: Die generalisierten Impulse sind nicht die kinetischen Impulse

Py = % =mx+qA,
ox



