TGdkM: Ubungen Prof. M. Fleischhauer SS 2022
9. Ubungsblatt Abgabe: 15.07.2022, 12:00 Uhr

Hinweis zur Ubungsabgabe: Alle Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten. Die handschriftlichen
Losungen bitte als ein Dokument in die vorgesehenen Ordner in OLAT hochladen.

Aufgabe 1. (6 Punkte)
Ein mechanisches System ist integrabel, wenn es genauso viele Erhaltungsgroien g, (¢, p) mit paar-
weise verschwindenden Poissonklammern, d.h.

{9.(a@,1),9u(q,p)} =0 (1)

gibt, wie das System Freiheitsgrade hat.
Zeigen Sie, dass

(a) die Bewegung eines Teilchens in einem konservativen Kraftfeld in 1D

(b) die Bewegung eines Teilchens in einem konservativen Zentralkraftfeld in 3D

integrable Probleme sind. Geben Sie jeweils einen unabhéngigen Satz von Erhaltungsgréfien mit
paarweise verschwindenden Poissonklammern an und zeigen Sie, dass die Groflen Erhaltungsgréfien
sind.

Aufgabe 2. (6 Punkte)
Betrachten Sie zwei gekoppelte harmonische Oszillatoren mit

1 1 1 )
H = o (pi +p3) + §mw§ (6 +a3) + §mwf (1 — q2) (2)
Zeigen Sie, dass
1 2 I, 2
9B = (p1+p2)” + s (1 + q2) (3)
1 1
g2 = Im (p1 — p2)2 + ng (1 — Q2)2 (4)

Erhaltungsgrofien sind mit {g;,¢2} = 0 und damit das System integrabel ist. Was ist die Inter-
pretation der Erhaltungsgrofien?

Aufgabe 3. (6 Punkte)

Betrachten Sie ein sphérisches mathematisches Pendel: R sei die Pendellange, m die Masse, 6 der
Auslenkwinkel von der z-Achse und ¢ der Azimuthwinkel in der xy-Ebene gegen die z-Achse. In
z-Richtung wirkt die Schwerebeschleunigung g.

(a) Stellen Sie die Hamiltonfunktion auf. Wieviele Freiheitsgrade f hat das System? Zeigen
Sie, dass das System integrabel ist indem Sie Integrale der Bewegung g;, 7 = 1, ..., f mit
{9;, 91} = 0 finden.

(b) Leiten Sie Bewegungsgleichungen fiir die Winkel # und ¢ her und zeigen Sie, dass deren

Losung aus den Erhaltungsgréfien bis auf nur numerisch 16sbare Integrale vollstdandig be-
stimmt werden kann.



