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CDOberflächeninkopalevektoriellerFanktioneu-

d a s machen w i r später
i n Ve k t o ranalysisI

→ jetzt ers t ma l z u r Physik

I.Mechanikdestlasse-
punktes-
tTINewtonsdeeAxiomena

(e . NewtonseheAxiom

E s gibt Koordinatensysteme i n d e n e n e i n kräftefreier
Körper (Massenpaubt) i m Zustand d e rRuhe o d e r d e r
geradlinig,gleichförmigenBewegungverharrt . Solche

SgstemehciPen3ncrt
iaIsgptemc@-
oa.WenuIcni

hab'abptemist , s o i s t jederSystem27 '
welches s i c h relat iv z u 2 7 mitboastautoGeschmeidig tut
ü bewegt ebenfalls e i n I n e r t i a lsgstem



Been 2 7 Ä = o

[ → Z ' F ' = P + ö l t - t o t + Fo F l o

Postulat: Jeder Körper besitzt e ine skalarwertige
Eigenschaft,gegebend u r c h e ine positive
r e e l l e Z a h l d i e w i r trägeMasse m

n e n n e n . D i e Größe i s t a d d i t i v
mstmz-mgf-
ky.eeUrsache d e r BewegungsÄnderung

• vekte r ie l l e Göße d a i h r e Vektoren
F

Lex S e c u n d a (2- Newtonschen Ax i om)

I n e inem I n e r t i a lsystem i s t d iezeit l iche Änderung

d e s Impulses eines Körpers (Mastenpaultes)
gleich d a r a n i h m angreifenden K r a f t
ftp.#eneit=EJ
Berg • definiert s o w o h l # a l s a u c h i n LT

• i n Mechanik betrachten w i r Eats
gegebene Größe (Ursache v o n Kräften
später)



Superpositionspreizipd e r Kräfte

wi rken a n einem Körper mehrere Kräfte F IF I . .
⇒ = EIE.

• Kräfte hängen i .A . v o m O r t F . d e rGeschwindigkeitÄ
des M P s o w i e d a Z e i t t a b

F = ELF, Ä H Kraftfeld

wichtigekrä
tteli)Schwerkraft M s : schwere Masse

F -= m 3
Äquivalenzprinzipmsvm⇒ms!

!

( i i ) Zent ra lKräfte 7 I n e r t i a lsystem m i t

F C F F . t k F l r . i r ,H e r r
isotopen harmon. O s t i ) tatar

F = - m w i r



• Gravitation

F = - j m 8 > 0

• Coulombkraft

F - I I I .
(iii) Lorentzkraft auf bewegte Ladungen

E - qECEH-tquxBE.tt
E .BT gegebene Vehtafelda (Edynamik)

( iv) Reibungskraft

!

= - N ö ) ü

d ( ö ) = Ko n s t > 0 Stobesche Reibung
× ( E ) = E . ü New to n s c h e n -

↳ t e r t i a ( 3 -Newtonschen Axiom)

w i r ke n zwe i Körper(Massenpunktel Kräfte aufeinander
a u s , u n d se i E I d i e Kra f tv o n Körper2aufkörpert,
s o w i e E ) d i e Kraft v o n Körper1 a u f Körper, s o

gµqz=⇒,,µ,a

!



I I I . 2 E lementare Probleme d a r kinematik

F u e n f t
Warfein Schwerefeld

!

= - m geiz = (0,0,-mg)
2 . N A M¥+5= F

a . unabhängige Bewegung i n + e y , Z

m

"!

=

0
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%

X EO#+X o

MIT ⇒ daf = Vg

❤

J = GottGo

m d k
f t =-mag

DIE= - gotterzo

2 -=-Igtzterzottzo
Z
1 Wurfparabel

G f | 2-= Ozot-Igt?

$

= H o t
Nozo

!! !

×



Fo rm d e r Parabel t = ¥

2 - = F E I X- I g¥ } quadratischeGleicht

• Wurfweite × Werte f ü r z u

X E O 0 = 0 × 0 0zu#Ig#

• Wurfhöhe

↳ = 2 0 i n = e

⇐⇒
=

!

Ä

!

weg

h = 2-m a x
= Uzotmax-#Eu

- = NIG- ¥ 02¥
,

= Zeitig

HI3Arbät,Lästug,Energi

!

gn -

CAIBegifdevkba.
tkmeinen KörperMassenpaufttene i n e m Kraftfeld z u
bewegen beda r fe s e inen "Anstrengung". Diese w o l l e n
w i r jetzt quantifizieren



D E I D i e bei e ine r infinitesimal Verschiebung D F
einer Massenpaubtes i m Kraftfeld
ECEE .t l geleistete infinitesimal Arbeit
i s t

8 W = - F . d i r

' → 2 W , = -für

!

trit t

i n

Wa hängt i . A . a b v o n

( i ) E . F z
( i i ) ¥
( i i i ) Weg v o n Fn nach Fz
( i n ze i t l i chen Bewegungsablauf

B a g - FFd i i s t i .A . kein vollständiges
Differential,d a h e r " 8 W " nicht " DW "

D e f A l s Leistung bezeichnetm a n dei p r o
Zeiteinheit geleistete A r b e i t

F - J E ¥ für.EE, E H
n

= -da tät' ÄH ' ) . FLEH, ÄH,t')
t o



⇒ P = - F ü r . t l . F = - F . c i

2 . N A , m i r = #

m i r. i r = F . E = - P

(ähmE ) = - P
B E I D e r Ausdruck F - Emir

!

märz

w i r d a l s k ine t i sche Ene rg i e d e s

Massenpunkter beze ichne t

e s gilt offensichtlich

¥ = - P

YI.IE?nuEft!EE-=F(E)
heißt konservativ

i n e i n em Geb ie t G e I R I f a l l s e r sich i n G
a l s negativer G r a d i e n t e i n e rskalaven
Fa r b l i c h V ( F ) dars te l l en l ä s s t

F I E T E ) =

!

V I E )=-grad K r )
Man nennt V E ) d a s Potential v o n F



F ü r konservative Kraftfelder gilt
8 W = - F . D E = TTVCH.DE = d u

⇒ 5 W = D W vo u s6.Differential

W i r hatten i n d e r Diskussion O o n Vekterfeldem folgende
Eigenschaften gesehen

Satz E i n Kraftfeld E L F I i s t d a n n u n d n u r
d a n n konservativ i n e i n em Geb ie t G E R ]
w e n n

( i ) D i e geleisteteArbeit be i Verschiebung
e ine r MP i m Kraftfeld i n n a h a b a i s t""""

!

G.r-z fd i .F- fdr. IE
F ) ? c c

E . ⇒ §dFE

!

(ii) w e n n Geinfach zusammenhängend i s t

g i l t

!

E = Ä Ä

E E G



B a g ( i ) gilt auch f ü r nicht einfach
zusammenhängende Gebiete G

⑥ ↳
nicht einfach Zskgd. einfach Zskgd

Bsp

! $

= Feig 0 < 0

!

S E B

F - const.

! %

" 8 k r o r F I . u a

,

a aba-fodtr.IE#0
C

Satzfzeit-
andgeschwendgkeibunabhängigKraftfelder i n e i n e r Dimension s i n d

s t e t s ko n s e r v a t i v

F - F l ü e , = -

!$

Ex

✓C H > JÄHN + h a s t . ✓
X o



Satzzeit-andgescharndigkeitsabhang
ZentralKraftfelder s i n d stets konservativ

F = F G ) E r = - EY E r =

$

V a t e r

✓ G ) = für' F C H + h a s t . ✓

V u

• Wa r u m s i n d konservative Kraftfelder s o interessant?

Satz : Bewegt s i c h e i n Massenpaubt i n e i n e m
konservativen Kraftfeld F m i t Potential
✓ ( F ) , s o e x i s t i e r t e i n e Erhaltungspöße,
d i e w i r Energie n e n n e n

E--VCFItTdaf
Energieerhaltungssatz

P = I f = I I = - I I ⇒ Hu t t o
allgemeiner F =

FIonsewciio-FIissipah.hn

= - F V + #diss



¥ [HT ]=#E = Faissor

D i e Änderung d e r Energie i s tgleich d e r (negativen)
Leistung dissipative Kräfte

B e m : 7 energiee r h a l t e n e a b e r nicht konservative
Kräfte,Z . B . Lorentzk r a f t i n konstantem
Magnetfeld

E I q ü xB ¥ - I v

a b e r FI.DE = g-( I I + 5 ) . dito
-

10.11 .2010 spatprodult m i t
→ z w e i parallelen Vektoren

I I I . 4 Z u r Integration eindimensionale Probleme

mitorbabhängig-anier
I D u n d unvorhabhängige h a l t # = F C H e )

⇒ F C H =-2¥
e r gi l t # E =#( T u t = 0

E = ¥ K2 + V C A = konstz



Diese Gleichung kann sofort integriert (gelöst)
w e r d e n

zffjf-E-VHI-ZEm-f-
z-uE.TT
t

g) d t = ZIEH
*

!!!!$

*::::-.Lösung

Problem
• Anfangsbedingungen X Hot= X o

ÄH) ⇒ E - JÄHRT

• wichtigeFolgerungen

( i ) e r l a u b t e r Bereichd e r Bewegung

E - U M 2 0

(i i) Umkehrpunkte bzw. asymptotisch
Punk te d e r Bewegung



E - V # o ) = 0

A n d e n Umkehrpunkte verschwindet die
kinetische Energie

T k o ) = Mz

"

=

E - Varo) = 0

⇒ % = 0

VEH 1

⇐f t p . x

!!!!

Bereich Bereich

T 1

kinetischeEnergie

! !



Klassifikationvorbeweg
ungen gebundene Bewegung

!!!"!!!

Bewegung

m i t asymptotisch,
Punk t

einseitig gebundene Bewegun
g

X r

¥; Ä -

!

s e i t i g

gebundene Bewegung

verboten

B e r g (is a symbolischer R u h t F - u ⇒ 5 = 0

and d j ⇒ ⇒ mir=-¥-

Bewegungkommt z u m Stil lstand!
I n d e r Nähe d e s Max im a . m s ( ¥ = o ) gi l t
Taylorentwicklung

✓CH = %)-Ema?G -xd?
= E -Ema? G - xd? ( Eo )

Ze i t b i s z u m Erreichen d e s asymptotisch Pultes

Xo-E X o - E
- E

4 =#¥ z

"

=#

! &

=

Ehf



F ü r E .→ 0 geht H E → - !

D.h . e s braucht unend l i ch lange b i s d e rK o s t e n -a m Maximum angekommen i s t !

( i i ) beidseitig gebundene Bewegung

→ periodische Bewegung

Periode TI = §?
*
I F A

wobei V l a d = V ( x d = E

I.5derphasenraum-
Nan wollen w i r allgemeine Kräfte i n I D betrachten,d i e
a u c h Geschwindigkeits-(impulstabhängigsein können .

Be i gegebener h a l t

E - ELF , ÄH = ELFEN
u n d Anfang bedingungen

F Ct o F T I
⇒Ho l = ü ö ⇒ Fa o )= !

⑤H o t -To = müd



k a n n d i e Bewegung stets eindeutig a u s d e r

Lösung z w e i e r gekoppelten Differentialgleichungen
1 . Ordnung b e s t i m m twe rd e n

IE.tl#m)EtdHEfFlEpTt)
FAO)

Def: D i e Menge d e r Punkte (FAI,ÄH) ERZIRER
b i l d e t d e nPhasenweis-Trajektorien i m Phasenr a um charakterisieren

d i e Bewegung vollständig.
• D i e Lösung ( FA , FAI) m i t CFCtokro.PT#=pI)
heißt I i s d e s Kraftfelder ¥

Bsp

!

( i ) harmonischer Oszillation i n I D
✓ E )

vH=E

!

# ×

E ) = - I I

"

=

- m w i e ×

E = ¥ e r ? + I m w ) = IG + M¥2#hast

skal ierte Variable

$

=

w i r × § = Em



⇒ ⇐ = {(52+52) Kreisgleichung!
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E --EHF-mgsuiqqlmvlqt-
fdss.mg since'

°

= sängesine'

Äf
ft°

= mogelt-09)#=-mgsing
FANGE



Energieerhaltung

1 - | E - f-me%21-mgllt-cosql-konst-
mglIE-Eeg-fw.ie?t1-cospw
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Periodendauer

E . = % , Ü + 14059
Ä 1 - c o sgo

go i s t maximaler Winkelausschlag

-
:

$""" $%"

⇒ie-dff-2wkcosg-
cosgtt-OI-jat-
ISdj.LT ← n e o
÷:

!"!

ii.

÷ . . . .
°

# = sin?! swift = E r sing
d (sin!)= Ecos! Ig = Kansas 9=90⇒ 9 ¥÷⇐qi.se#.=:!::FsE
=Eo53-Fsug



R k

[äääää!:-.°

vollständig
= G)Kyffst =

!

d )

Elliptische
Integral

• Das

mat-WPnde-
qaahmaisde.i.it

!!"%

in:-.
f ü r kleine Energie,d.h. gz

harmonischen
Os t i n a t o r

kleineAndeutung 9

⇒ ✓( g ) math-Pendel

k = suite klein In

!

1+2-4

D kd .h .

E - Sds ftp.igzfig/exEsiig)
o u

= EHE )



⇒

Tp = 4J EHE, f - 2¥ (Hai!)
Tp ¥ ¥ harmonischenOscillator

%

Satz:
(Existenzangst

v o n Lösungen
d e r Bewegungsgleichungen)

Fa l l s FCF,PTT) stetig u n d bzgl. F a n d 5 differenzierter
⇒ F ü r jedes F o t o , Paolino gibt e s genau
e i n e Lösung d e r Bewegungsglächung

Pn

t . IE .
ges



II.6Drehimpabanddre
hmoment-wolle.cn

w i r n u n d i e Mechanik e i n e r M P i n 3 D÷:::*:::
" " "

betrachten

w i rh a t t e n / \ n u n

m i t : = Fort m F × Ä = T H E

# ( E ) = - P

Det: D i e Größe F = T I F heißt

Drehmoment d e r Kraft F a m O r t F )

bzgl . d e s Ursprungs

Berg (d) NThängt v o n d e r Wa h l de r
Bezugspunkte (Koordinaten a u spsp)
a b

a)

! !

F E E - ä

RT! H E = F - a ) + E

= E - ä x F



I i i ) F a n d ¥ s i n d polare Vektoren, ⇒
F - i s t e i n a x i a l e r Vektor

E

TE E I "⇒ ←

Raumspiegel
v o nF F

e s w a r

m p + Ö = F x # = Ä

= ¥ E x mir) = Ä ((Äxrio)

Def: D i e Größe

!!!

Ex

m i r w i rd

Drehimpuls e i n e r Massenpunktes d e r Rassen
a m O r t F bzgl. d e s Koord ina tenursprungs
genannt

Bag ( i ) a u ch I hängtv o n d e r Wahldes
Koordinatenarsprompa b

( i i ) E i s t ebenfalls e i n a x i d e r Ve l t e



Satz: (Drehimpalssatz)

Die zeit l iche Änderung d e sDrehimpulses entspichtdanangreigende
udoehmanI I = P

F → ü
ähnlich z u r l e x Se c u n d a JEFF F → Ä

Satz (Drehimpubahaltungssatz)

Besitzt e i n Kraftfeld #einen Punkt Fo bzgl. d e m
d a s Drehmoment TT= (F-Fci)#verschwendet,
s o i s t d e r DrehImpuls einer Massenpaultes liege Fo

zugu.awnggauya.
n.eineauaq.gg
"bzgl. To" heißt h ie r Verschiebung des Koordinaten ausprays
n a c h Fo

B e i C i ) Ä= o falls F ) (trivial)

Ä Ä

! !

am

e r = h a s t£
F o

( i i ) M IO fa l l s E r Zentralkrafffeld u n d d e r
Koordinatenursprung = Mittelpunkt d e s Zenhaltadt-

Geldes



F - = F E R F x # = R F ä r m e r - 0

⇒ IFO
Massenpunkt a u f e i n e r z u m Drehimpals
senk rech ten Ebene, d i e d e n Koordinaten-

wspran.ge/
BezagspauaaenDoeh
impd

!!"" !!!!

" "

e n t h ä l t

F . E = F . ( 5 × 5 ) = 0

F

Satz: (Flächensatz)

Be i Drehimpaberhaltung überstreichtd e r Radeisstrektor
CFahrstrahlldesmasse
npunktesingleichenzagleiche Flächen

Begnü
ge

i .

T.INT/d#=1z/
FHtxFHtdttI

!!!

ÄH,

=EIFHKCFHI-ircttdttl-
E.at/FxrI=tz#dt



⇒ dn-fmt-zfn-bonstJ.tn

I I I . 7 Z u r Integration dreidimensionaler
p - t - h w i d g . T T -
knabhängigerzen--

betrachten Zeit-and geschwindigkeitsunabhängige Zentralbank

FCF.FM = F l i r t e n

( i t F i s t konservativ ⇒ E i s t erhalten!
E - mzü ? + V ( r ) = konst. e ine Bedingung

( i i ) Drehmoment lege. Ursprung verschwindet
Ä = F x F u ⇒ Eisterhalten 7.

E - m ( F F ) = bars t d r e i Bedingungen

Man n e n n t E - u n d E e r s t e Integrale
d e r Bewegung

Folgerungen: IIIIE.cn?IIE-fd i e Bewegung a u f e i n e


