
X V I Orthogonal F u n k t i o n e n

B e i - s - h - h . d k
w i r v o n Superpositionsprinzip Gebrauch gemacht
u n d allgemeine Lösungen i n d e r F o r m

f -( x ) = [Cn f u k )

dargestellt. I n Kapitel 1 halten w i r bereitserwähnt,
d a ß Polynome a l s Vektoren i n e inem l i n e a r e n

R a um (vektorraum) auffassen k a n n (siehe auch
Z u s a t z v ideo) . D a r a n w o l l e n w i r jetzt anknüpfen

Betrachten: Menge a l l e r Funk t ionen

f -( x ) a E X E b

b
m i t \ fax fml < °

a -

↳×
Hat? < •

a

D e f Skalarprodukt FCH E I f )

* CgIf)=f¥gTx

!

✓



allgemeiner k a nn m a n i m Skalarprodult
no c h e i n e Wichtungsfunklich SCH z u l a s t e n

* * LgIf)=fdÄgmg%

!!

a

SCH f i x

* u n d ( ** \ erfüllen a l l e Bedingungen
a n e i n Skalarpodult

Außerdem k a n n m a n t r i v i a l e rweise d i e
Add i t i o n u n d Multiplikation m i t bomplexen
Z a h l e n definieren

1g) = /g)H f ) E
y ( H

= flaxttglx)

1g) = 21g ) E
ICH = 1g

⇒ Ven t u r a
Z w e i Funk t ion heißen orthogonal,w e n n

{ g i f ) = f ) SCH g

"

f i x

1 = 0

d



XVI.10rthogondepdgnom
e.LA/egendrePdynome-
Bei d e r Separation d e s Laplaceoperators b i n Kugdboordinaten

Wa re n u n s die Legende Polynomo begegnet ( × =

❤

sch)

Pelxt-zefe.dk?1)e-1Ex
• Poo( x ) = 1 P r i x - ×

Pdx ) = IBR-n) P s

#

= L

(5×3-3×1
: :

gerade i n × ungerade i n ×

Polyh o m e e ' ten Grades

• Skalarproduht u n d Orthogonalität

cpelpe.IE/aIPelxIPeilH=zIT-
- 1

• Vollständigkeit (Pek t Bas is i n t e x a s )

Maxil-EIZERND



D i e Vollständigkeit relation zeigt,daß jede a u f _ s e x y
definierte quadrat-integrable Funktion d u r c h Legendre-
Polynome darstellbar i s t

f-4 ) = Jax' f a i l S H - x )
- 1

= faiflxe.EE#Pelx'lPelx)
- n

⇒ f-I N =
27 fe Pech)
l = U

wobe i f e = fixt f i x ' ) Pe (x') 2¥
- 1

(B) weitere wichtige orthogonal Polynome

gcx-esgmbot-Y-
F-YEXOEXE.no

1 Laguerre ↳ ( x )i

!

:

!!

:



/ ! Q Q Q m H t = C n Öhm
a

XVIIZFourierreihen-
Betrachten periodische Funktionen,-zur Vereinfachung m i t
Periode 2 1 2

f-(× + Z i e l = f -( x )

s o l c h e Funk t ionen können durch orthogonal
Fa n b a u e n

s ink t u n d a s k )

ausgedrückt werden .

Ä südktsinkx) = T I K I
- T e

GdF coskxlcoslixl-Rov.nl
- T

fqicoskxl
s.mu



fhkao-fnaucoslkxt-br.sn/kx

Fourierreihe

wobei
← ¥ GÄHN

→

T L

% = ¥ fax f-( x ) c o s K x k ¥ 0

- T L

bu = ¥ fix f i x s i n k t
- p

• komplexe Schreibweise

HN=Äiue

!

komplexe Fourierreihe

YIe-ikkeik-2.sc



R
Damit

q=¥¥xfHE
!

• i k → I fk
R 4 2

#

D X → I n flxt-Ega.EE
- T - 4 2

• Beispiel Rechteckschwingang

M I T

"

Ä H

T.tt#x-hh-
fCxt2R)=flxIfCxI

= {A
N I E h < T L

0 s o n s t

f -( x ) symmetrisch ⇒ b i n

!

i n

Fourierreihe



a . = ¥ Säfte = TEIL = E I
- p - h

a n = ¥ SÄ F A c o d ex = Ezj a codex = 2Ansinkh

- p - h

= \

A N = E I{exzE.nsitfhcoskf-
spez-h-E-I-k.IS0 K gerade

- 1 K = 3 , 7, 1 1

H H = Az {1 + ¥,los×-1g c o s3×+1505×7..)}

K n u t K m a x= 3

km

#

=

5 K n o x= 7

.



Parseval-Jdentität Periode L

AfD?
= A t f ) = I Ä Ifk))?

°

m i t f = E)gr. e m i n k
(

IHK? = I ¥.. gigu.fi e -n i c e

4 ¥
=

"

gu t

Hftf-ffodxlflxlf-
F.IS#fIParsevaII d e n t i t ä t

Anwend-ung periodisch gehiebener haben.Oszikatar

F HTT) = F A I PeriodeT¥mü•E
H j - 2 y x-wox- f . l t / X lH

wobei f -( t ) = ImF C H



Z u r Vereinfachung: k e i n Resonanztall, d .h .

e n t w e d e r Wo#2¥ o d e r DFU

Fourierzerlegung v o n × HI , FA )

H t t = [fuetiIkt
⇒ H t t = [ b . e i

!

K t

I H K I I I Ekbue

!!

etc. D = 2¥

e i n s e h e n i n D G L l iefert

[ f - krt-2ikyh-woybue.int
= [fuehlt

Fourierreihen identisch n u r w e n n a l l eKoefizientenidentischsin ttf

⇒

!!""! !!!!!

H t t = [



lbnt-q.IE#ppu2
• harmonischer Anh i eb , d .h . f r # 0 Rest 0

mi-_coiffure
= cnet . I -4 .F I

Lorentzkurve

! !

R e s o n a n z : wd-2g.FI

• Fourierreihe FCH m i t XEE-E.ES

↳ o ?



t3touriertransformation-
Reihe f

#

=E) gue- im
G a =

ES

"

finde-2m i

- W z

↳ 0 definieren p = 21¥

F I X )

!!

Gue

! $

sk

I k t

=p

!

Ftp ) einsp s p > ¥

→

↳ ° :

sp-sotdpfpye.im
- -

>

F -Trafo flxt-fdpfcple.it
dp>I d k

i nverse

F - Trafo ÄLPIIISÄHNE



Oft w i r d a u c h d i e symmetrische Definition
v e r w e n d e t

fcxt-zjdpfg.IE
→

ftp.fznfgxflxle-ipxf

Notation Ftp) = F H ]

f-G ) = F - ' L F ]
Voraussetzung

↳ I f

#

/

< •

abso lu t
integrierbar

- •

CAIEigenschaftendertouriertransf
ormatie)L inea r i t ä t

F [crfst a f ) = G F

#

+G F K ]



( i i ) Skatengesetz

F Hand] = # F E )
④i ) Verschiebung

F I FA - xd ] = e -
i m ftp)

( i n Ableitung (wichtige Eigenschaft)

F [ f ) = i p fp )

Beten F f f '

#

=#fünf'mE i n
→

= #fme-ipxftifja.fmein
ö

-

d a JaxH a k -
- -

= ipflp) D

W i r werden d i e s e Eigenschaftz u m Lösen v o n
gewöhnlichen u n d partiellen l i nea ren D G L m i t
kons tan ten Koeffizienten n u t z e n .



d ) E i n e wichtige Eigenschaft i s t d i e Four ie rdarstellung
d e r Dettanfunktion

i mStipt,2=÷§pe±

$

w o E r '

# !

f i x ) = ¥.
Jap f-(p) e i n

•
→

•

= I n Sdp |#Jay fly) e -in]ein
-

→ - •

=

Tag [¥ faIe iPad]#g)
- .

! "

M i t S t x ) = D x ) folgt e i n → E i n

④ De swe i t e r e n gi l t d i e Parsed-Identität

.SI#xtElx)--fipEipsf-f--
- -



Bew
eistf i nden=Ä¥!pÄÄö).

•
- -

' [Infakfik) ein]
- •

= japan EINEN

#

jdxeik.pk]

- - →

F ü r
= GÄÄÄNFdp) D

- n

Spezialfall

fälflatzjapff
- - r b

(vii) Faltungssatz
W a s i s t d i e Fouriertransformierte eines
Produktes?



De f f Faltung z w e i e r Funkt ionen
-

f-

#

g

E ¥ , folg f l y ) GG-y)
- *

= I n fig gag) f-4 - g )
- •

E s gi l t

tf-T-fgfJFattanps.tt
= ftp) g-Cp)

umgekehrt

7 [ f . g ] = Ftp)* g-(p)

Beweis - -

F # g ) =ftp.fdx#zfdgflg)gcx-g)e-
ipx...---=zFn/
dyfIg)fznfaIgcx-g)

e-iPHJIe-ipy-N-
zffagftglfnfjgme.ime - ing

- -



= ¥,
Jagflyle"

#

g-

Ip) = f ) g-Ip)
- o I

CBIBeispiele-
Fvariertransformation w i r d oft a u f dynamische
Probleme angewendet

fttkfnfdw-eiwtfwt-frfdtf.CH Eint:
- •

endlicherwelleuzugg

• FA) = {eiwot
- T a t < T

0 s o n s t

KE
Y

g a r

¥ 9 : f t
FWkfzifoteiaitt-Ezsinwuoo.IT#

- T



• f - {IWH - T a t a r

s o n s t

loswot-tzfeiwot-e.int)

⇒Im#fsin.EE?
ETf*#t
• R e c h t s (Wellenzug m i t wo

!

)

Loswut

Htt

!""

t.IE

S I E



G a u ß t (hier ohne Beweis)

fltkfoe-ttfcwl-foze-
f.to

a r i e rtransformation e i n e r Gaußfunktion
i s t e i n e Gaußfunkt ion

F lutE

$ ! ! ! !!!!

Breiten d e r Gaußpoise
s i n d umgekehrt proportional

E s gilt e i n e allgemeine Unschärferelation

F ) = fat H A R T " < u n )= 3 t f w "
- • →

s t = F t = F t )

s w = 5 5 2 = T Ä T

J u s t
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