
I . v e # o r -
I . 1 . Geometrische Objekte d e rPhysik:

skalave.Vektore.nl/eusove-
• physibot.Größen: Maßzahl,Maßeinheit

• Erfahrung: W i r leben i n einer 3 + 1dimensionalen Welt
3 Raumdimensionen + Ze i t

WichtigesGrundelement:

Charakterisierung de sOrtes u n d d e rZe i t eines Punktes

↳ ↳einfach
komplizierter Z a h l ✓

↳ nachFestlegungd e r Maßeinheitn u r
durch eine Z a h l festgelegt (zB . Z e i t relativ z u

Zeit.NU/pmht)

wies ichtes m i t dem O r t a u s ?

u i !
O r t n u r relativ z u r (G)oder

! "

Karte festgelegt: * : Ka r t e :

•

# "

"

Koordinatensystem m i t

Bezugspunkt (Koordinatenausprang)

XA
×

Problem: Beschreibung physikalischenGrößen/Gesetze sollte
nicht v o m Koordinatensystem abhängen



Lage v o n A re l a t i v z u m
& ^..-

- - g .

;
A

ursprung¥ Or tsne tze v o n A
3 i n Ursprung)

#

×

kann a u c h a l s Verschiebung a u s d e m Ursprung
definiert w e r d e n -

B e n i ö

( i ) Länge u m ä = Länge d e r Verschiebung-

Strecke a = t a t
( i i ) Richtung u m ä z . B . Wi n ke l gegen ×

Ach s e

Vektor Größe d i e nach Festlegunge ine rMaßeinheit
durch B Y u n d Richtung festgelegt i s t

- hat abstrakte Bedeutung unabhängig v o n Koordinatensg.tn

- erlaubt Formulierung physikalischenGesetze unabhängig
v o m Koordinatensystem

z . B . M¥5 = ¥

später: Tensoren



I . 2 E l emen t a r e Rechenoperationen m i t

vebta--
CAIAdditiouoarvektorc.BE

Verschiebungsoehtoren: Hin te re inanderausführe
v o n Verschiebungen

¥

####!

:

##"#""

÷::

assoziation

(B) Multiplikation mi t nettenZah l

F i b ä h u n g v o n I

#

ä

° Länge v o n b = 151 = Nä f
i s t assoziativ, bauuntativ a n d distribution

(ich A ß ) ä = × ( ßa ) = ßG ä )

( r ) H ä t t ) = d ö s t



elementare Folgerungen

• s o ergibt Nutlichta Ö; Länge0 , keineRichtung
ä t ö = ä

• D = - 1 ergibt - ä i Länge a,-Richtung umgekehrt

ä t ä t - ö

• D = ¥, ergibt Einheitsaktor ä = ¥7
tä t = 1

⇒ postulieren d i e s a l s akg-Eigenschaft v o n Voltaren

KIVektorraum-
Rechenregeln definieren e i n en abstrakten Vektomann
o d e r l i nea ren R a u m

Menge a l l e r Vektoren aTI.ci f ü rd ie gi l t :

ü b e r ⇒ ä t b e v 3-"Addition"

a-+ 5=5 ← ö Kommataliität

Assoziativität

!

ädEükCäÄ

#

3-Ö mit ä t Ö = ä 7 neutrales E l emen t

J E = - ö m i t ä Ä = Ö 3 - inverses E lement

Abelsche Gruppe



d e r ö t v ⇒ < Ö t v ZAaltiplikation
*

$

a )

= ßG ä ) =

$

ä
Kommentativität

(Ii) Assoziation'tät

a l ä t b t = h ä t t e t
Dish ibahr tä t

Gps)ä = a ä t ß ä

J-smite.a-
a7neuhahEI.me
④ + I i i ) l inearer R a um (Vektorrauen)

D e f S e i 13=9×7,57.....FM} Menge v o n
Vektoren, d a n n heißt d i e Menge M a l l e r

Linearbombinationen

Ä =L

"

tdzxt-txmxmI.IT# I

m i t beliebigen g - E R lineare Hülle v o nB

⇒Misteinvehknaw
us-Bsple.ci/B-{ä}⇒ M={aoi.ae/R}

a l l e Vektorenparallel z u ä

( i i ) Ä = { ä ,5 ) u n d 5 = 1 ä auchh ie r

⇒ M = { xd , d e r }
④is 5 = 5 , 5 } u n d 5 # h ä



jetzt alle Orbuchtoren
i n d e r E b e n e !

! #

Fa l l s sich e i n e r o d e r mehrere d e r Vektoren i n B durch
d i e a n d e r e n ausdrücken lassen (Beispiel Clip),
d a n n heißt { F - 3=13 linearabhängig-es o n s t
linearanabhängig-

Fa l l s a l l e I i i n B l i n e a r unabhängig, heißt
B B a s i s

Minimalz a h l be ide r unabhängiger Vektoren
= D i m v o n V D = d i m { v }

Bsp

#

BspI . ( i i i ) v o n oben

B = { ä , 53 i s t B a s i s i n Ebene ( IR?)
d i m ( D ) = 2

A u s jeder Bas is k a n n e i n e normierte Bas is
gewonnen w e r d e n (Lange a l l e B a s i s vektoren = 1 )
→ abstrakter Uebtabegik e r l a u b tu n s

physikalische Gesetze unabhängigv o m
Koordinatensystem z u fernalieren



I.IS/ealar-
andUektorprodab-
*YIiIIfIY-iae www.meaet in iaen

h i e r : Verschiebeweltoren, ① bocktoren u n d analoge

#

ö a b q

9 4 ( ä ,5 )

### ###

a--5 E R
ä ä a ä ä

f ü r andereä . ( I t c ) = ü b t ä . ö

#

ü ä

}:

"

Eine

Schwarze Ungleichung

e s

gilt,-ab = Ü b ← a b

a - ä = a
2

a - = o



• a- u n d5 heißen orthogonal,w e n n ä Ä = 0

• ö a n d
b- heißenpc jweuua .be = a b

• ö a n d5 heißen 4 4 , w e n n ä . I = - a b

←

CBJVektaprod
ug.br e s n u r f ü r Vektoren i m 1123!

E ä x b e F f
( i ) t ä t = a b s ing g ¢ ( ä ,5 )

"#"# "##

⇒
E I

#

F l ä c h e

( o d e r doppelte
Fläche d e r Dried)

F .
( I i ) Richtung v o n ö : orthogonal z u alten Vektoren

d i e d u r c h ä u n d 5 aufgespanntw e r d e n
+ Rechte H a n d Regel

# # #



• Eigenschaften

ä + 5 = - b ) ä anti-bomnutation
a ) tötet = ä I t a x e ' distr ibution
aläxbklaähbalabtho
mo

• fal ls ä orthogonal z u 5
s i n 900=1l ä r b t = a b

• fal ls ä parallel (anti-parallel)z u 5)
s i e 900=0a ) 5 = ö

( c ) Spatprodukt
g - a r f ü r d e r e n wir 423

wichtige Kombination a u s Vektor a n d Skatarprodukt

anschauliche Bedeutung: Volumen des durch d i e Vektoren
ö , 5 u n dE aufgespanaten Parallelepipeds ( "Spot")

⇐

.

#"#"#""#"%#

÷:::

#

±

a -

!

=Fein



Eigenschaft
,

!

=
E . ( ä(äx5tö=Exä)5=Exc

#

zyklischevertauschung

I.4orthogonakkoordinateu
sgsteme-Def.snE i n e Basis a u s paarweise orthogonalen a u f 1

normie r ten Vektoren heißtOrthonormdbasee.ez.es....,
eimz.B.ex.eg.e-
e?.ez=eie3=0etc-
eioej=5j = {1 fa l l s i = jO f a l l s i n g

Kronecker symbol

i m 1/23

Yüüü

""!#

" ⇒ = 3

#

¥

Koordinaten- einey-tex.ez-e.ge?=o-
eIxeg--ez2yklisch/
eyxez=e,

Rechtssystem

Eztex-Ey



⇐

#####

⇒

"
Es.

etc .

Rechtssystem
a b e r d u r c h Drehungen n ich t erreichbar, äz

SÄHE:
⇐ÄH rechts l i nks

Linkssysteussex,
Ey,e ) B a s i s ⇒

D e r Vek t o r a-k a nn i n Einheitsvektoren zerlegt
werden

ä-axex-ayey-azez
a i heißen Komponenten v o n ö i m

kartesisches Koordinatensystem

Kurzschreibweite § = ⑤d i e ;
i n



eindeutige Zuordnung

ä ⇐ @×, a g . a z ) o d e r
({¥)

• A l l e Rechenregeln d e r Addition v o n Vektoren u n d
d e r Multiplikation m i t r e e l l e n Zah len übertragen
s i c h a u f d i e Komponenten

ä E (an, az) 5

#

babe )

( n ) ä +5 = (aneintazezlt lbneetb.ec)
= Cantb ) E s + ( az tba lez = #

⇒ € (antbs, a z t be)

② h ä = d a . E r t a z e ) = 4 a ) eintkade
= ö

⇒ E I Chan, t a z )
• Komponenten darstellung desSkaIarprodubtesa.b-
@eetazezI.Cbne. + back)

= anbei einentanbaefeoz-
azbnezftazbzez.IE



i m Allgemeinen f ü r orthogonalen Ba s i s

ci.5-anbn-azbz-asbs-
FBetrageinesvehtorsa.ci

= a? = aitaixas-axe-aj.az
• Komponentendarstellung d e s Vektarproduktes

E . x d⇐ ↳ + zyklische Vertauschung

ä x b = (aneintazeztasegyxlbnentbzezt
bsed-anbnleixei-abzE.IE;)+ abseifen!

=

+ azb.de?xeI)tazbz(ezxedtazbsEzxe3)
= 3 ¥ I G

+ agbntesxed-
agbzlesxedtasbsksxe33.IEE E E E

= Laabs-asb)ein + Cash-anbjeztlanbz-aa.ba/eJ



cixb-fazbs-asbdentfasbe-a.bg/ez-(anbz-azbs)e-

• Levi-Cevita Symbol

E i j k I I . K E {1,23}

E r s t + vollständig antisymnetisch

E i j k = - E j i k (⇒ E i n =-Eiko,
E i j k = - E r j i

E i j k = - E i n j

d " ' Eiju-fjiijusfk.cl#-nijhantizyklisch

dam i t

äxÖ=?⇒Eiµa;bje

# !

• Darstellung a l s Determinant ( f ü r die d i e e i n eDeterminanteschon

E x eig E z kennen)

ä

!

= | a n , a y a z• b x by b z



Rechenregel f ü r Detaminante

bei be b } |=

#

91993 :

a n a z ⑦|

"

! !

i b n babs! b n b z
| C n C z C 3! E r C z ⑦

anbzcgtazbscntasbncz-
dz.bz G - G b3G-azbncg-

spatprodubtc.ca#T=E./
EeI%Eezfbxbgbz

= E . feixagbztegazbx-eza.bg - - . . }
i n

i f ⇒
ersetze E x ← ↳

eig ← cg
= Cg

E z ← C z

c-iabt-IE.3.az



DasdoppeltfäIIIIIIHT
i s t w i e d e r w e h t e

m a n sieht

"

+5 ) + ö f- a ) ( b ) E )
z . B . ä - E x 5 = - 3 öney
a x i - ö J

!

= - E z

( c i x b l x c - o a x l b x c k e x c . d z )
= Ey

E s gilt d i e "bae-cab" Regel
ö l b e ) = b-( ä ) - E ( ä h )

#

.

• Einfacher Rechnen m i t Levi Güter ←

ES

#

sammenkonventialdodiesnume! )

E i ja Eiern

#

,

#

Ei jn E i n=5je&m-Öjmd

#



Kronecker symbol

%={::
B S I a ) (5×0) = Ü (Sammenhonvention)

v ; = E i j n d j (5% ! = E i jud j EnembeCm

n u n i s t

Eijk Euern = En i j E u e r n

= D ie

$

m-S im -

⇒

V i = ajbecmldiecjm-5.in

$

e )

=ajbicj-ajbjciF-bla.EI-
ECa.SI "bae-ab"



Zusatzvid--
pdareundaxiakvektor
e.INd e r Physikw i r d e s v o n besonderem Interessesein

z u Tragen d u r c h welche Eigenschaften#IchZweiSysteme
unterscheiden d i e durch einfacheTransformationen
i n R a u m u n d Z e i t a u s e i n a n d e r hervorgehen.

Bsplf Kugel1 Kugel 2

+①
Drehung @
+

#

Ä

unendlich lange

#!"

:-.

!

beineänden

T t f Drehung \
Ändern



relevante Transformation

• Translation i n d a Z e i t
• Tr a n s l a t i o n i m O r t
• Drehung i m O r t
• Raumspiegelung → Skata re

polare
Vektoren \

a x i d e Vektoren

Skalaven bleiben gleich 7

pdarevehtar-s-
Fa.la#-

## ##

zwei Systeme d i es i c h durch
Raumspiegelung ankscheides

"

# # ! #""

÷
[ = F F



Vektorenandkoordinatentransformatio *

Nichtz u verwechseln m i td e r Diskussion v o n eben be i
d e r w i r zwe i verschiedeneSysteme verglichen haben,
d ie s i c h n u r durch e i n e R a um - Z e i t transformation
unbescheiden i s t d i eFrage nach d e r Koordinatentrafo

Z u r e i r i w i r hatten den abstrakten Begriff

"Vektor"eingeführt u m physikalische Gesetze unabhängig

v o m Koordinatensystem (Wah ld e r B a s i svektoren) z u

formulieren !

z . B .

M¥7 = F

n u n i s t bei Wah l e ines Koordinatensysteme

⇒ ± (E)t.EE/Fz-
mda#z=FxM%aE=FYmdaIE
EFz



• Wechsel des Koordinatensystem (zB-Drehung)

ä:*

"""

a.

> Ex'

Koord ina ten transformation

⇒ =L:') 4) → (E)
n u n s o l l auch i m n e u e n Koordinatensystem
gelten
mdajzxEFximofy.IT' M¥7'!F z ,

geht n u r fa l l s

F x '
dieselbe(E) → f ) msn.IE/-fII)w i e



\

physikalische Vektoren zeichnen s i c hzusätzlich
durch folgende Eigenschafta u s :

D i e Komponenten eines Vektors ( z B . Kraft)
transformieren s ich b e i e i n e r Ko o rd i n a t e n -transformationwiedri
komponentenOrtsuebte rs#

Dies gilt f ü r polareundaxide Vektoreng l e i c h e r -
Bsp

#

Raumspiegelugdes Koordinatensystem
u n d Drehimpab

pEin:

"#"#

e-
× wetzt

E - (X. 0 , 0 )
Inversion

XI-X.RO)
,§> (0.RO) Ö=(0,-8,01

E ) 0,0cL) E > ( 0 , 0 , - 4

* Wirwerdenspätersehandaßwirandhößenbenöhten
d i es i c h a n d e r s ve rha l t en .

E n d e Zusatzvideo



I . J D i f f e r e n - k t o n e n
CAIDiferentationzeuerinneraug-

Differentation a n Größen i m 3 + 1d i m . Rove r

'|!

""

I://
t.qfIE.in/-x-
XoXo-bXfkd=-
FEI*o--leIo ¥ ,gfjf-I.tt#Taylorreihe-
(sieheZusaAoideo)

9nA 95kt
s i n a i F H ? f -Holt};)

+ flach( X )

+ ¥,f "HutA -+ok}
9)

+ }:-("Gut#xp
§

$

93A ) :

fH=¥o¥f"mCx-z

#



DasDitteren
jgf,

"

s x

I x k l e i n

b y → dy * → d x

(BIDiftereutahouoouvekto
rfanbkonz.is.Ornvektereiner Nassenpauken a l sFunktion
de r ze i t = Bahnkurve

F -- F C H h t t d t ⇒ F ?

Koordinaten darstellung ( e ) Eg.dz)
E = xeix-yeg-
zez.IT/
r a u m - u n d zättestes Koordinatensystem!
(späterwichtig!)

FCH = (HH, YAI, ZHI)
FHtstl-lxlttstt.gl#stI,ZltHtI)-
sF=FH-stI-FltI



Ä I E E E E

+

ÄÄÄÄÄT>
¥ : ( ¥ : # ¥
= (¥ !¥¥ )

- I I I : # ¥ 1
⇒ be i r a um - u n d zeitfertenKoordinatensystem i s t
Differentiation d e s Vetos gleichDifferentiation d e r
Komponenten

Geschwindigkeit Ü=¥E=Ä
Beschleunigung ä = ü=¥E=Ä

CBIPIYYAbleitungeufanbtiouenme.hr#

z . B . F = # ( F ) F E Fx l x . a z )

p a t c h y eine rFunktionfcx.y.IO#=bIo--
sj*GEf

analog # i f f



Manchmal (insbesondere i n d e rThermodynamik) w i r d
e s wichtig s e i n s ich tumarken welche Variable
kons tan t gehalten w e r d e n

¢ n icht¥ , → 6 ¥ ! ! ! :

¥ = G f = f × = f . ×

"""#"!

÷.......
# 6¥)= G) = dydxft-fxg-fx.gr

1 .Hbf72-Addy
BsP

#

f

$

g )

= 4×5+2%+983

+ = 20×4+4×9-19g? fg= 2×2+27×5

f i g = 4×+275 fy×=4x +27g?

- →



Satzvon Schwarz

exist ieren u n d stetig s ind

#""#"#"#

verkettete Hohängigkeit

f - g .2 ) = ffxHI.GHI.HN)

xfpxyi-sgzqszqzf-
f.fr#=gh.ofkttstigktstyfftstltfigazt
en
# {flx-tx.y-sy.t-tz-ffx.ytsy.z.bz)

+flx.yt-xsz-flx.ge#szF-
fl-zsz-fCXcy,z)}

= flxtsx.G-IGZJYY-fkiytty.AZ/-Y

+flxiy-sy.z-dzfy-flxif.Z-
tz-jfz-f-zszsz-fx.clJE



s-EoEEE.EE?rxEzEt
(⇒ sx-sosy-
sosz.to)

¥a t - E E - E . E E
"dote dfn-qfdx-ftdy-ffzdzfg-
totdesdifereut.la/vouf

•flxtsx.y-syl-
af.EE#yjq-T:*:#⇒

H t t . g u y )¥i

#

: ÷



B S I f l x .g l = ×
et?

0¥ = et? ¥ = 2 x get?

I f = e i n +2xyedsy-
I.6.krammlinigekoordi
nateuIBis.euhaben w i r kartesische Koordinaten z u r
Beschreibung eines Vektor verwendet.D a s erscheint
zunächs t e i nma l natürlich, i s ta b e r o f tunhandlich

2-B . Bewegung a u fe iner Kreisbahn

Y a

##

×

F H = ×#Ex + gates
H t t = r c o s ( c o t t a )

y A = r e s i n I w f )

m a n s ieh t I l t i g k t e r ? K re i s

einfacher: • Abstand z u mdvspnugrlt-_r-bonst-
@Winbelzue.x-Achse

91ft = c o t t a
⇒ krammlinige Koordinaten



CAIEbeuepdarhoordi
nateu.gr F-tx.gl

"

lrcosq.r s

nice)

X = r Ä¥ 2 y-nrswjr-
x2-yz-
tor.ge

⇒ Basisoekteren?

W i r stellen f a t ( b i s a u f Normierung au f Länge1 )

ein-JE %-GIeiz-EEer-
oEETIE.IE?
kosa.snieI.-:::....r::::
1¥51 = fasketsing] " 2 = 1

1¥61 = [rkink-rkdqj.ir



"!"#

E r = loose,sing)Öq=fsmq

#

↳ eng

Einheitsuchtoren nicht
m e h r r a u m fest,-
hängen o c h F a b !

e )
• Bahnkurve i n ebenen Polarboardinatas

F = F A I = E r A ) M t
1

m a n beachte!

• Geschwindigkeit i n d e n e n Polarboardinaten

÷ = JE =#ein)rtttxerlHIIIE-afEIC-
affosaex-su.ae})

= -singadfextoseffey

= ¥94 (-sing cosy)=yHä]



ü=E=reeg-rF
/ \

az imuta le rad ia te
Geschwindigkeit Geschwindigkeit

wie= rie i r r e r

• de bezeichnetm a n a l s Windgeschwindigkeit

• Beschleunigung in Polarkoordinaten

a - = : = ü =#früeetier)
= "rieeetrieeetriefee
+ F ü r + öfter

benötigen

1 C = 1 - sina.ae/=iefcosq-
siue)---qerJ

d .h .

÷ = or ier t r ieee-röter
+ üeir-rieeer-lr-ryyer-lrce-

zr.ci#-
Radialbeschleunigag Winkelbeschten

eig



• Liniendement

d i r = I I der + GIda
=dreir-rdaeq-
jdse-rdcldF-
dsadsrSY.LY!

= d i r
= rada

-

←

CBIAkgemeinekra.mu/inigekoordindF
= ( a . K w )

U N , w s i n d beliebige (orthogonal)
krammlinige Koordinaten

• Einheitsuchtoren

ä

#

E

IBISES
• Orthogond
itäten. E r = %

.

(hier nie-1,2...)



KIZylinderboardinate
n = g l o s

❤

y=ss

#

2 - = Z

(manchmal auch
" R " s t a t t " s " )

← TED
t a n g

#

%

w i e sphärische Polack.

F - = (soso, 85mg, Z )

GI = (cosy,sina.de#--frswiascosao)GzE=/Q0,1)-
bg=1 by = r b z - 7

Es = (cosy, S i n g , 0 )

" # "#



LDKugelkoordinaten-

E r c o s o s i n fy-rsinos
2 - = p

$

S O

F -xzxgkzz.TO/
=artanCE)O-
=avcsCE)-
F=(rcososint,rsinO-0,

rosa)
GIj-fososiuqsiufsiuo.cat/GIo=frsiu/
osiu9rcgsocos#00)

GIE-frcosfosqrsiufoq-rsiuof-
br-1bq-rsusttbo.IR
E r > (cosqsintt.su/0siuO-,cos0)

②a n >

(cosdcos01saidcosq
-sai.tt/ea=(-sieeg.os


