
V I I . M e c h a n i k v o n Massenpunkt-

s g s k m - e - Fast
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Einem
5= 1 , 2 , . . , N

VI.1Wed.se/wirkungskrafteandaaBerekva--

I n d e r Mechanik v o n Massenpunktsgstemen unterscheiden w i r

innere Kräfte äußere Kräfte
(oder Wechselwirkungkräfte1

m i Masse d e s g- t e n Teilchens

FI O r t d e s j ten Teilchens
F)^ externe Kraft a m j ten Teilchen

F) Kra f t v o n Teilchenj au fTeilchen i

E)= FI"" + [Eie
= FICEFEEEi.EE)

Kraft hängt i .A . v o n Koordinaten u n d Impulsenaller Teilchen
a b !

D a s i s t e s w a s Vielleichensysteme kompliziert
macht !



3 . Newtonisches A x i o m

i ⇒ E
keine Selbstwechselwirkung

Bewegungsgleichungen

mir = FF = E.
" '+ZIFF

wichtigebegrif-
Gesamtmasse M = E)m ;
Schwerpunkt T I = #Für
Gesamtimputs 5 = ¥7mir = MIT

VI.2Erhattangss.ci#-
(A)Schwerpanktsatz-

Aufgrund d e s 3 -Newtonschen A x i o m s verschwendet
d i e Gesamthaft a l l e r i n n e r e n Kräfte ,d.no??
eEEe=EEeEIetFIt--o

⇒ Emjrj-EE.ie#I+2IEj=EE'*)



bei
• zeitlich unveränderten Massen mj-konst.ee
• ze i t l i ch konstanten Za h l v o n Massenpaulten

⇒ ftp.dzE-JE.kxtt-FK
D i e zeit l iche Änderung d e s Gesamtimpulses i s t
gleich d e r Summe d e r äußeren Kräfte

falls ZEYtt-u-F-koust-
schwevpa.vebterhaltung

(BIDrehimpalss--
G.com/-drehimpals

(bzgl. Koordinaten-
[ = 27

"

=§ mjlr.ir;)j
ursprung)

GIE=

#

mjlrixrj.ltIm:(Exil
F o

i

= [ E . + E-
J

= ? E. + FI"' + 2 - E x !j e



= [Ex!""
#

ELEXEETEXE; )
-

⇒ =-Eje
JE = EINE"

!

EILE-Faxte

Annat ina WW-Kräfte Fjel l E I-Fe)

#####

•

m e ⇒ (E-E ) ×

!

¥

%
Bern: I m Prinzip auch möglich, d aB

m i t Eje tritt i n d e r Regel
n ich t auf

### !

me

% E i =-Eie

F ü r E I I I ( E - E ) g i l t

÷:

#"##! ##

...

Die ze i t l i che Änderung d e s Gesamtdrehimpakes



f a l l s IEÄÄEu⇒E=bo
# #

Erhaltung d e r Gesamtdrehimpulses

HEnergiesatz.ro/
miE=E-
EmilrI.rI)=ErI-E.
¥#Emir ?

!

E

kiesamteuergie T
D I : konservative Kraft

F I F I L E E . ._ F ) =-Äj VCE.FI._Ev)

I I I . =-FEEN =-ä¥
akg.: F I = F ) haus.) + F) Idisst £ dissipative

⇒
¥HvI=⇒÷¥"

#

III.
j

Erhaltung d e r Gesamtenergie



Da WechselwirkungKräfte s ind i n a l l en
bekannten F ä l l e n ko n s e r v a t i v

o f t gilt

⇒ =-Fei = EIG!-Fd)
d a s i s t e i n e Zentralkraft bzgl. Fe ⇒ konservatio!

E- .EE#E
* f a l l s externe Kräfte ebenfalls konservativ

Effekt = - ⑦vjaHVLE.ra.ru/
=IVfe*trII-tz2VijGr-i-E
akg. N-Teilchen Potential Bern: § wegen Doppel-
f ü r P a a rwechselwirkungen s u m m e

CDIVirialsa
tz-I.FI mir = E.

[m i r = ! E . E-j



¥#mir-i)-Em;)

#

F E

j

Ann a hme : F) ko n s e r v a t i v

⇒ I I . E. =-I. E . DIVj

Annahme : beschränkte Bewegung,d .h.dk/r I t
u n d I I I beschränkt

⇒ nach zeit l icher Mittelung

2Ft-2.mg.rs#t=2rI.
DIvtJUiriaIsatz
VI.BE/ementaueAnwendnnge-

(A) Raketengleichung



←
Ku r z ze i t W W Kraft F i j" "ÄÄÄÄß
. . . .

(unbekannt)

→ ü
*

M o

betrachten ausgestoßene s G a s a l s Mengev o n
Massenpunkten ( G a smoleküle) m i t Masse m o

Kraft a u f j 'te-Teilchen

E- = ¥.EE + ¥ " "
Annahme : keine

8 e x t e r n e Kra f t

⇒ ¥#=#(E.Eine + [ E ) - o

J EG a b
/ '

a l l eTeilchen i n a l l eTeilchen d e s
Ra ke t e ausgestoßenen

G a s e s

- -

FR Fa

Ausstoße ines Teilchens i m Zeitintervall i s t

BÄR = Ä l t t s t - F ) H I
= mo NIHÜHHH - M o (NOAH)Fel t )
I -SPIE -m f ü t e r I N I



m i t Ä l t t s t k ö p f t t s v. l t ) ⇒

- my-zlt-m.NL/-IsvTzlH=-m(zitvIH)
^ '

s e i n = - ¥ ü = - S I E
M A H N A ) M o

f ü r I t → 0 d m = M o

dü=-dz

#

Raketengleichung

(B) Gravitationskraft ausgedehnter Körper
T-sistdiersudrudeGesamt-granahas-
k.ro/t e i n e s ausgedehnten Körpers?

# # #$

*

#

Summe einzelner
Massenpanhbe

einnassenpolt ⇒ = - z u m YETIS



Gesamthaft

E'=-jm

"

II I E - E )
5 = 1

Übergang z u m K o n t i n u u m

§ m ; → fa i r " S i r ' )

m i tFM-gmja-IEEI-r--
Poknlidvcr-t-
jmfd7.GE
Beispiel: Kugelsgumetische Massenverteilung

ko n s t a n t e r Dichte S m i t Ra d i u s R o

⇒ kugelboordinaten

.

## !!

15-542=57 r " - z e r r '

%

s c h



R 2 M T l

VEK-
gmfdrifadfddsiul.ir?r)f::.

g - Integration
Kugelkoordinaten k a n n sofort
(später) ausgeführtwerden

=-zngmgfoijdasudrz.IT,
° 0

Substitution g=

%

seh ' dg = - s i e c h ' d '

O - n

" * " "I;÷÷E

#

÷. f ü r r < N

VEH -Heyms {für' ¥ r > r '

f ü r ' r a r '



r

#

/ •r
✓E ) = - j m ¥ I

#

=-jm #

-

⇒ w i e Punktmasse M = 43oz} a m Ursprung

r a g

!

VEK-anjmsffa.FI/arin)-
r=-4RjmgfJr2-ECR?
r4]
=-4138ms [ER?-¥]
M r t = -MILE-E )

÷ : :

# # #

'



VI.lt/3asZueikorperprobl--

(Afreduktionaufeinkörperproblem-

Schwapannt E -miEIIEE--
pdahukoord.F-F.FI
O d e r

E'= Äxff r F i = E - Frei

Bewegungsgleichungen

mir = Ä H " + F )
März = F i a t ' + F I[
µÄ = Flott w i e bereits gesehen

F - E t -EEIEE.EEM z

m i t F I = - F I

i - E E - E E - E zm . t t )



D I reduzierte Mas s e µ

E-Tn.tt/u=mI--
Annahme: abgeschlossenes System; keine äußeren

Kräfte Fj

%

=

❤

HÄ = 0 F = h a s tµE=E

#

effektiver Einbörperproblem

(BIErhattang.gs/-
E s i s t nützlich d i e Erhaltungspößen durch Schwerpunkt-
u n d Relativkoordinaten auszudrücken a n d w e n n das
System nicht abgeschlossen i s t , d . h. externe Kräfte wirken

• k ine t i sche Energie

F - REIFERE = EFE + ¥ E ) p t t
k ind . E . des S P k i n d .E d e r

Relativebewegung



#

E Ä F = E
#

• Gesamtenergie

E--EsptErEsp-_TsptEr-
TrtVef@Drehimp.a

I s

E-jEmjlrxrII-mflE.in?
FIxlE*nErBtmzflE-Erklänzr)]

= (m im e )

%

E )

+ MIT

#"

Ex il

= ÄxÄ + µ CHE ) = EsptE r

#

Ä Ä

E=µEx

#

Drehimpuls d e s S P Relativdrehimpuls



¥ 0 4 4 EINE 0
• Erhaltung v o n Re la t i v. -und SP-Energie

¥ E r =# (¥E ) tat Veda t

= µ F F x Ä 5 4 2 4 7 )

= E (µÄ + 5ham) = 0

⇒

# "

⇒ aE

"

• Erhaltung v o n Re la t i v-und S P Drehimpuls

¥ E r =#Maier) = µ Crier) + MixÄ
F o

= F x F ) ( F l ) = L d a ! X P

# #

÷ i
• zusätzl ich hatten w i r j a d i e S P Erhaltung

(FF""= D d¥P

#



VI.5De.ve/astisckeSt--
Eine wichtigeAnwendung d e s Zweikörperproblems Ist d e r
e las t i sche Stoß z w e i e r Massenpaalk

Vez ^ V12
M z" ä→ : # n ö → ¥> ← •

L a b o rsystem Schwerpunktsgstem

2 . , I s

E H = - a ) = 0 5 = 0

Ä H = - a ) = 0

CAISchwerpunhtsg.b
a Impuberhaltung F - 0

P I P I = Fix E i = 0•
%

# !

Ä=

#

*§ = - F z
•



• Energieerhaltung: WW Potential m i t
end l i che r Reichweite

f ü r t → t o u n d E s - •

n u r k ine t i sche Energie!
z → 2

→ 2

I I . t3n. = Ein ' E i n
m i t Impulserhaltung#

→

EIEm.fm/=Efm.Fnz)

I

#

¥ ¥

dasse lbe

f ü r
97,52

÷ .

"#!#!!#!

÷::c:

beliebig u m

vo t i e r twerden

i h n n i c h t a l l e in durch Erhaltungssätte
b e s t i mm t → konk re tes Anfangswertproblem



IBJLaborsgste-F.ru-o t → →

(ruhendes Target)

( F ) -EI,

!

o )

→ ( I I . E u )

P I , Äh,9% bilden e i n e EbenePI-bonst-
EE.EE

Zshg. zw ischen L a b o r - u n d Schwerpunktsystem
V o r a n d n a c h d e m Stoß

E . = F i + RT (RI-o.IE)
t → - x

Ä = m i r = m i r -m.F I = P I - m i r

m i t Ei =mEE.IE#=o=FPI-
Fr-Fu-nEEn--ffPI
F ) = E u - YI F I , =-YE P I L"o



+ → + •

!

= konst

§ = I i - m ä r = Eu - I t F u

ÄI=Ä+Yp

#

Impuls v o n Teiche
1 n a c h d e m S t o ß

Impuberhalt E I + I n = P I

E u = F u - E i n = - § + (e-F ) P I

Ä=-Ä+n¥p

#

Impulsv o n Teilchen
2 nach d e mStoß

§ , nicht bekannt, n u r Betrag i s t festgelegt

IE.t-IFH-EIEF--
uehtoridlekonstrubt.i-
stoßkugel

!#!!# "!!

."



MAND Masse d e r stoßenden Kugel
> Masse d e r ruhenden Kugel

7 maximaler StoßWinkel Amat

M^<

#

Masse d e r stoßenden Kugeliii.< Mas s e d e r ruhenden Kugel

jeder StoßWinkel möglich

II.GR/anetenbewegun-
Bisher hattenw i r bei Betrachtung d e r Planetenbewegung
d i e Bewegung d e s "Zentralgestirn" vernachlässigt.
Tatsäch l i ch hande l t e s s i c h abe r u m e i n Z w e i -

Körperproblem



✓ ( F . Fa ) = - J m i r N E I E - E )

ke i n e äußere K r a f t ⇒ Schwerpunkt erhalten
→ i n s S P System

F - E - F z µ-MILIZ
ME = F ) = - V I I I F

E Kepplerproblem f ü r Relativkoordinator
u n d reduz ie r te Masse µ

Lösung: Kepplerb a h n e n

- I g
S P System T I = u

E - NEF Fz= - T I P
M i

" #

Schwerpunkt
M 2


