
(D) G r e e n sd e F u n k t i o n *

W i r k - d a ß ä g d e r Poissongleichung
(l ineare i nhomogeneDG L )

* B IO ( F ) = - SEI
i m unend l i ch ausgedehnten Raum, d -h . o h n e weitere
Randbedingungen a l s e i n Integralgeschrieben werden
k a n n :

( ** s d i r ) = fair ' „!¥Ä

!

,

+ do

E i n wichtiges formales Hilfsmittel z u r Lösung i nh o m o -D a t e n i s t d i e

Greensche Funktion G ( F , F )
S i e i s t Lösung d e r D G L m i t Punktquelle ÖMER')

DIGCEFKSBYF.ru#
(Ableitung nach F . nichtF ' )

Bei Kenntnis v o n GCF.FI k a n n d i e Poissangleichung
(akg. i nhomogene partielle DGL) f ü r jede I nh o m o g e n i -gelöst we rd e n

"

( F ) =-für' GCF.si') g F ) / E o



B A E
oder)=-für' frjEE.IE

= -fair' S " (F-F ' ) ¥

!

= - S

"

I f o D

Au s Vergleich m i t ( * * ) finden w i r f ü r d i e
Po i ssongleichung

GCEFIE-E.ir#-
W i r hatten j a bereits gesehen, duß D fg = ÖDE) .

W i r we rd e n mithilfe d e r Fo u r i e rtransformatione i n e Methode
kennenlernen,w i e w i r d i e Greenschefunktion allgemeiner
l i nea re r (partieller) Differentialgleichungen bestimmen
können = 3 s i e h e Fo u r i e rtransformation.

XII.sn/Yonopd,Dipol,Quadrap-

Problem v o n : d i r t = für' a!I

!

r ,

+ do

Integral Maßf ü r jeden O r t F n e u berechnet
w e r d e n

@



(A ) F e l d i m Außen raum e i n e r Ladungs-

verteilenden
Te ldes

Näherungsweise Berechnet

!!#$%

"

außerhalb d e r
Ladungsverteilay?

¢E )

I F - F ' I → R > I F ' t Taylorentwichtung
von,¥7,

E i , = E-of

!

f -

xioq.IE
= Ein, C-E . F ) " E
= f - F . E l f ( r

#

Kr i t i k

f - . . .

n u n i s t

F f = Erfurtt.de/r-#r=-
rEr=-rI=o=o

d .h .
( r ! F ) er = - I I I



nach e i n e r e twa s längerenRechnung findet m a n

* (F :E ) Critter = -IS + 3Ejr

!

-- u n d h i e r d i e Rechnung:

F . F K F . F I er = ( E . F ) C-I I )
d .h . ersteinmal Gasi s t h i e r e i ne konstante!

⑦ III

#

ELF :

F ) t r . s i Ffs

g.
⇒ ⇐⇐a . *

÷.ae
#.:=e:
a:=)

(sammenkonvention) "die
d .h .

|,,
÷.÷ . ⇐ ⇒ ÷ . > ÷. ;÷⇒

d a m i t folgt *

D a s gibt

IEIFEfi-EE.NET#rrR+...f



U m d e n 3 . Tenn noch etwas schöner z u schreiben
ve rw e n d e n w i r folgende I d e n t i t ä t

3 ( F . F ) 2 - r e r ' ? = 3 xjxjxexe-XIXerkf.EC
Sammenbonantion \

!

3 X j Xe-Polje)

= (xdxd -J r "oje) (3 × g-Xe-Hefe)

aber a u c h :jda-e-o-w-f3xjxi-
rROjeJXs.ie
i t d i e s e r Modifikation d e s 3 -Terms f i n d e n w i r

t a r t for' I I I ¥ + EEE-ikxixi-r.se;)

# !

+ . ._] + $0

W i r sehen daß w i r d i e Integration ü b e r 8 CF')
i n Koeffizienten d e r Entwicklung n a c h ¥ stecken
können .

Diese s i n d unabhängig v o m O r t 5 !



Diese Vorfaktoren s i n d d i e sogenannten
Multipolmanente d e r Ladungsverteilung

g- = Gdv' g ( E ) Ladung

§ = Gdv" SCE') F " Dipolmoment
(Ladung * Abstand)

%=µyµß×
µ.µ

!

Quadrupedt e n s o r

Diese s i n d eindeutig d u r c h Ladungsverteilung
u n d Wa h l d e s Koordinatensystem Garspring)
gegeben. F ü r d a s Potential ergibt sich lohne do)

QEt-q%fE-EI-
Qg.EE#+Ofr-sMono/pdDipol QuaImpd

~ } I n ~ ¥3

EEF-Fo-na.to/fI-3CErIEFr?-
+...J reinige Eins!



IET ^

Monopol
~ 1 1 r 2N

! ! # !

er

A u s d e m Verha l ten des elektrischen Feldes
i m Unend l i c h e n k a n n m a n d i e verschiedenen
Kultipolmomente ab lesen

Bee f Abhängigkeit v o n Koordinatensystem

£ |? E n z , F = P ' x ä

#!!

g.

• Ladung q = fa i re = faire = q'
• Dipol 5 = fair E s = fä r f r ä te

= F ) äq "Steinerschersatz"

f ü r g-⇒ d i r . "reiner" Dipol 5=5 '



(BJPanktdit-q.im/
testaeda-sE-Y.jjT!qo

Z w e i Punktlaaagen

S E K - g . [dürr)-ÖFFNET]
Gesamtladung g- = 9-

❤

-Go = 0

• Dipolmom e n t (unabhängig v o m Bezugspunkt
d a f - o )

F ' = F - Fo

F - Gar's F'=-g. fav'@EF)-544-a-Die'
=

= qoä ¥

•
Grenzübergan
g t ä t - 7 0 m i t gotät = hast

⇒ Panktdipol d e r Stä rke F

S i r k binIEId%EE-jf-dkr.ro/a-o-
pT=koust



SN-n-F.EJIE-F.fi
Ladungsdichte e ines Paultdipols

Jetzt überzeugen w i r a u s , daß diese Ladungsverteilung
w i rk l i ch n e a r e i n Dipolfeld erzeugt (ohne do)

h ä )=#ofai.EE?----E;/aviE.FirY-
ra=-aEoSaifD'EE

#!

-rit:Ä÷]

mitskron
Gauß⇒

-FEET

Otv) =-I I . Sd"

"

E -E s f re i
* ⇒ =

### !!

r

n u r

Dipo l
A -

• O B D A ⑤ = pe l z To= D

0ükI%



②üÖ
$

Ä.. Es

# v .×
Potential u n d elektrisches F e l d eines Punkt .
d ipols F = petz

KIkraftauteineladungsverteilung-

Betrachten Ladungswetäkugger) i n ex te rnem
elektrischen Te l d E a t

E- = favsE ) E a t



Betrachten:

Htt g i r l = 9-SIE-Fo) -F.TT d ) F - Fo) t . . .
Pankttadung Punktdipol

⇒

E = g-E ) F o ) - F . G a r

""

E)E IN
=qEextlrd-fdvdkr.ro/
pTFEe*CrTF=qEe*CroI-lFoF)E

-

Richtungsableitung i n Richtig F )

T T T T T T T T

F . JE⇒ ^ - 1 f t " ^ AFFE"F i fa
1 T T T P F •

T T

F = pE x E - petz

F . I = p ! F-D I P !
umgekehrt gleich große
Kräfte auf " + " a u a ± "

Kra f t au f " t " i s t
s t ä r k e r a l s auf " - "



A u s d e m Beispiel oben w i r d ersichtlich,d a ß
a u c h e i n Drehmoment au f d e n D i p d w i r k t

Ä = fdvscr.IE × Eater))

M i t Ladungverteilung ( * I u n d Fo = o

E - fav §SIE)-F.E S %-)) ( E x Earth)
f i

Ä = F x E
B e i s p i e l e : E I T I T

T I T T
rotiert Punktdipol „

##

9,
i n Richtung d e s
F e l d e s Ä (aus d e r Ebene)

I I . 3 Potential u n d er lebt . Fe l d a n

Grenzfläe-
ltideakelektischeleiter



!!#%

leite

i m m e r

Ü ← -0-'freie Ladungen E)=

❤

d a # ⇒
°

I
a n Oberfläche

E . E I = 0 d a s o n s t Ladungen
verschoben w e r d e n

o d e r üxE
⇒ W i e sehen Übergangsbedingungen fü r

d a s elektrische F e l d a u s ?

(B) Übergangsbedingungen a n

Grenzf_hen-
@FeId_Maxwellgkichungf
nATT.EIE

%

! ! ! !!!

E n = E . ü
v



¥ favs = ¥ Gar F . E ÄÄHÄE
✓ O t v )

KA EE-FDAEI)¥70 EI(Deck
fläche Grandt

¥ . so#E-EE)
= ffg ¥Saus = 6

Oberflächen-
ladungsdichte

5.IE/I-EI)=#
A n e i n e r Grenzfläche macht d i e Normalenbomponente
d e s elektrischen Feldes e i n e n Sprung,gegebendurch
d i e Oberflächenladungsdichte a n d e r Grenzfläche.

Folgerung fü r i dea le Leiter: D a i m I n n e r n d e s
Leiters be im Fe l d existiert maße i n e Oberflächen-
ladungsdichte a n d e r Oberfläche existieren
w e n n i m Außenraum e i n elektrisches Fe ld
vorliegt!
A u s d e r Maxwellgleichung

F E E ±

#%#!!!

I



GdF. D I E = § D I E = o

A 0 (A)

A-→ 0 ot-EE-EE-nxfEI.EE/#

A n e i n e r Grenzfläche gehen d i e Tangential-
Komponenten d e s e lek t r i schen Fe ldes stetig
übe r .

• Lostentia
l.

%

± - E I ) =bko-ri.CO#-
TToI)---fef
EE-EE = -¥

Normalenableitung d e s Potentialsmachte inen

Sprung
a u s Ü × ( E I E I ) = o

üx(ÖoEEoF

!

Tangential ableitung d e sPotentials i s t stetig



Carandbedingungen-
Oft maß m a n d a s elektrischeFe ld (Potential) e ine r
Ladungsvateilung be i Vorhandensein bes t immte r
Grenzflächen Z . B . Oberflächen i dea len Leiter
bestimmen. Dieser läßt s i c h a m einfachsten
a l s e i n Randwertproblem formulieren

-

! !

>

/
Leiter

>
p

a n d e r Le i te roberfläche maß E I = 0

d . h h . a m Le i t e rOberflächegilt
ü × E =-Ü ×

"

=
0

9¥ = 0 Leiter = Äquipotential.A ä
• Di r ich le t Randbedingung 10 a u f R a n d

gegeben

• Neumann Randbedingag ¥, a u f R a n d
gegeben



(DISpie.ge/ladungsmeth-
±

I

a .
9-u.FI#Et:

T
leitende P la t te (unendlich ausgedehnt)

W i r wo l l e n d a s elektrische Fe ld e i n R a u m I
berechnen. H i n t e r d e r leiterplatte gibte s
ke i n e (echten)Ladungen, d . h - w i r w i s s e n
bereits

E E ⇒

Bere i ch bot=-¥; S I E E h

Randbed. ¢ = 010 f ü r X E O

L ö s e f ü r R a u m I i d -h . × ? O

9-•

"

( E ) = #so

##

,

t f CF)



wobe i f ü r × 2 0 ( ! ! )

I f ( F ) = 0

wä h l e n f s o , d a ß 0/(9%2)=0/0Hast.

⇒
f l ö t = do +

" # !$

Fo = Go, Yo,Zo) Fo" =L-Xo, Yo,Zo)

Spiegellada
Achtung: liefert n u r korrektes Resultat im

R a um b e r e i c h I

ortfIIIF-ÄFIKI
Eif¥E÷-E

!

;

!



D a d i e Leiteroberfläche e i n e Äquipotentialfläche
i s t ( d =

"

o )

s t e h t d a s elektrische Fe l d senkrecht

a u f d e r Oberfläche. Nach d e r D i s k u s s i o n

d e r Bedingungen a n Grenzflächen folgt, d a13
e s a u f d e m L e i t e r e ine Oberflächenladungs-
dichte geben neuß .

66g,z ) = Eo Ü . ( E ) qy.zl-EFag.net)
ü

GCy.zt-EOEEIO.GR#

influenzierte Oberflächenladungsdichte

D -h . d i e Ursprungsladung führtz u e i n e r
Ladungsverschiebung au f d e r Leiterplatte,d . h .
s i e i n f l u e n z i e r t e i n e Ladungsdichte au f d e r
Oberfläche

B S I g o b e i Fo = ( b , 0 , 0 )

*
E - ¥7.

#!

E÷.-
EIE.IR?g4z2

⇒ bing.zk-a.IT#r5-



÷
!!!!!!!
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• gesamte influenziak Oberflächenladung

ginge. = 2 M für r b ( r ) =-boto!( g ) E - 9 0
°

ftp.t-fo-Bildladung
• Kraft a u f Ladung ( = - K r a f t au f Leiter)

F -= Go E)i n (Fo) = -4%0%5

#

s t e t s attraktiv

• Verallgemeinernd T.IE/.9o
für Spezialfälle
möglich

! !

⇒ 3 Bildladegen
g o •- • - G o


