
V I IMa t r i ze
VIT.1teotiuakoui.lineare-ihugs.gs/3ei

d e r Behandlung physikalischer Probleme stoßenw i r oft
auf Systeme l i nea re r Gleichungen.

Bsp! 3 × +5g = 6 ( i )

× +2g = 1 ( i i )

E i n e lösungsmöglichkeit bestehtdar in sukzessive nach
Variablen aufzulösen:

( i i ) ⇒ × = e - 2g i n l i l einsetzen

3A-2g) +5g = 6

⇒ 3 - g = 6 ⇒ g =

!

⇒
×

Da s w i r d schnell aufwendig!!

"

Jetzt wol len w i r e i n wesentlich eleganter Verfahren
kennenlernen. Betrachtenz . B . 3 Gleichungenm i t 3

Unbekannten X . g . Z

a n × + bey + G Z = d a

(A) a z x x b z y x c z z z . d z
9 3 × + bg × + G Z = des



D i e Gleichungen * könnenw i r durch Einführung v o n
Spaltenechteren schreiben a l s

⇐ ( ! ) E - (!;) ¥ ! ) E l ! )
( * ⇒

!

ä Ä Ä

i n
atokobinaliath vorgegebenenVektor
v o n 3 Vektoren i m 123

m i t B a s i s ä ö
( f a l l s diese l inearunabhängig)

Manerken
nte fal ls a-5 . E l i n e a r unabhängig

existiert genaue i n e Lösung,nämlichDarstellungv o n
d- i n B a s i s a-ib.ci

• fal ls E S E l i n e a r abhängig
existiert e n twed e r ke i n e Lösung o d e r unendlich
v i e l e .

Bspl : I = 2 ä

(× + 2 g )5 + z ö = ä

- f a l l s Ä Komponente senkrecht z u 5,Er hat
⇒ #Lösung • Lösungen]

- fal ls ä = L I + ß E ⇒ 2 -=p * 2g= L



W i r können d i e Koeffizienten x .g . z w i e folgt bestimmen

xci-gb-zE.ci
+5 | →xtax5IxzCExbI-@x5I.EI

→ × f ä r b t e =

"

×

5' I

⇒ ⇐

" ! #!

analog können w i r f ünden Koeffizienten y (erst"xö "
d a n n : ä " ) u n d z (erst " x ä " d a n n ".5") verfahren

g. = E i t z :

"! "!

t a u s c h e -

⇐

"!"#!

=EäI

!!

CA IDe te rm inan ten-

Bei d e r Berechnung d e s Spatproduktes hatten w i r bereits

d e n Begriff d e r Determinate gehört

( ä × 5 ) - E = | ! ! ! | =abecs-asbaabnbzb3-tazbgG-
arbgcz-asbe.cz-debil

3



Regelv o n S a r r a s

⑦
a n 9 2 9 3 a n 9 2

""

i l :

"" ""

2 × 2 Determinate 3 × 3 Determinate

D e f n x n Determinate⇐i:::÷:-

!

Permutationen

1 , 2 3 , . . . i n → j a , j z . j o . . . I n
P : Anzah l d e r

paarweisen
Vertauschungen

Z.B.: 1 , 2 ,3 , 4 → 1 , 2 ,4 ,3 → 4 , 2 ,1 , 3

4 4

EigenschaftenEinktiziertmantides
dementeiakteminam i t e i n e m Fa k t o r 2 änder ts ich d i e Deteminante

u m 2 " D [ z u ; ] → z " DEA;-]

(2 ) Vertauschung z w e i e r Ze i ten o d e r z w e i e r Spalten
ändert d a s Vorzeichen: D → - D



(3) Addiert m a n z u e i n e r Ze i le e i n Vielfaches e iner

a n d e r e n ä n d e r t s i c h d e r Wa t d e r Determinant
n ich t . D a s gleicheg i l t f ü r Spalten.

(4) Vertauscht m a n Zeilen u n d Spalten e i n e r
De t e rm i n a t e änder t s i c h d e r We r t nicht.

yagnemtman.y
ran.pon.ua
Mit diesen Regeln kann m a n e i n e Determinate i n Dreiecksform
bringen,d i e d a s Produk t d e r Diagonale lemente i s t

" " % ! } - - a m
C hz u
• 3 h | = 9 1 1 922---Q""D =↳0 9 3

- . . a.in

$

0 . _ _ . 0

Dasselbe gilt f ü r d i e transponierte Determinant

a n 0 0 - i -

%
)

a u a u - - - a mD' = |d i e a n 0

: 0 3 3

"

i n
den a )

'

' - am

CBILÖsangvongleichangssgstemen-

kommenw i r auf u n s e r l i nearerGleichungssystem
zurück

× ä + gö t z E - Ä



s o lassen s ich d i e Lösungen w i e folgtdurch
Determinanten schreiben

⇐ IEE.EE#r--getEEEz=dieIEEEf,

wobe i

aetca.s. i t =/:S:S:/;/!!!;)( e ( < ( 3

Transponieren

G a n z allgemein gilt f ü r Gleichungssysteme a u s u

Gleichungen

a n × , + 9 , 2 × 2 t - - - t a m × " = d a

921 X y T 9 2 2 × 2 t - - - t a z , × n = 012

:

a n , X ~ t d n z x z t . i n t A n n X „ = d u

↳ =
detla.az... ä h , Ä,ädetlai.aI.r.az/ktn--aT

f ü r k = 1 , 2 , . . . , n



• ¥ Lösung fa l l s
de t las .az . . . .

"

1 = 0

(auße
r

fa l l s d a n n auch

deflär... . ,ä,.. . a ) = o

Hk)

VII.2Matniz-
wirhabe.vni m letzten Abschnitt quadratische
S c h em a t a v o n

Zahlen kennengelernt. Dies wol len w i r

jetzt a u f rechteckige Schemata erwe i te rn d i e w i r

n × m Ma t r i x n e n n e n wo l l e n

den Ge z - - - - d em

921 9 2 2 9 2 M
A - = | || nzeiteni. : i . i.

:

amanmsi.ie
D i e a n m heißen Elemente d e r Mat in

Ze i ten
→ ←

Spalten I ndex "Ze i l en z u e r s t
spalten spä te r "

→



• Zwe i Matrizen A u n d B (manchmal # , E )
S ü d gleich, w e n n a l l e Nat i xe lemente gleichs ind

A-= B ⇐ g - = bis
• Fa l l s n u n i s t d i e R a t i x e i n e quadratische
Matrix

• Eine (n x D Mat in i s t e i n Spaltenvekter

:"den
• E i n e G x m ) Matrix i s te i n Zeilen v e k t o r

( a n a z . . _ am )

• Vertauschen v o n Zeilen u n d Spalten e i n e r
Matrix heißt transponierte Matrix

9 1 1 9 ^ 2 . . Q m a n 9 2 1 . . . a m

A-= (21
922

d e m| AT=

❤

922
a m

!. . . :

a m A n z - a im A r m a a n

an
)

n × m Mal i × m a n Man x



CAIRechenoperationenmittlatiz-
Mah kann Rechenoperationen m i t Malizen definieren

A ← a i j B ⇐ bis- ( → e i ;

Ad d i t i o n (dementweiseAddit ion) A .B : i n× m )Ma n

( = A + B C i j = d i g + bis-

Multiplikation mit komplexer Zahl Idementweise Antiplikation)

2 A ← d a ;

Malixmultiplikation A :
(nxm-TJ.FM x p ) M a n

( = A B cij-I.air.br;
Man erkennt d e r We r t C i j i s t d a s Skalarprodukt des i 'ten
Zeitenvektors d e r R a t i xA mi t d em j 'tenSpalten nektarv o n B

!!""!"!

H

! ! ! ! # # #

TEE
• Fa l l s A B quadratische Matrizen kann m a n
s owoh l A . B a l s a n d B -A b i l d e n



Beispiel
* ⇒ = (3) + (Y9) = ( I I )
* D = ( 3 K ! H : ? )

' B .* = ( E )% )

"

E )

⇒
A . B =/ B . A

Ratixmultiplikation

istaniIItario

Kommentator

LAIBJ-A.B-B.tt#
Transposition e ines Produktes A : C rm ) Matin

B : (mx p ) Matrix

A .B : ( nx p ) M a nLA.BITEBT.tt#q.Bp:cpxnI
nauxBew:(A.BlTij=(AB)ji= EQjnbni-Ebuiajk-CBT.AT), ✓

lineares Gleichungssystem als Malixoperatich

E i n 1in.Gleichungssystem kann
a l s Produkt e inerMarka l i x A A5
u n d e ines Spalten vektors5 '
d .h. e i n e r( n m ) Matin aufgefasst werden



a n d i e - - . . a n

921922 - - - 02h: * : * : )[„an-
--. a m

F a r t h e r
CBIQuadratischekatizel
t, B C n n ) Malian ⇒

( = L A + ß B ( n m ) Matrix

( = A . B ( n m ) Matrix

aber A B # B A nicht bommutative Algebra

• E i n h e i t sma " ±=(q\=

"

%

"!

°

!

• e s gi l t I . A = A . f - A

⑨ Wi r hatten bereits gesehen,daßw i r f ü r quadratische
Z a h l e nschema, d i e w i r jetzt a l s Matrizen i d e n t -



f iziert haben d i e Dete rm inant b i lden können

| A I = d e tA )

E s gi l t 1 f t Vertauschen v o n
Ze i len u n d Spalten

IABIE.BA/=IAtFf
• i n v e r s e Mali×

F ü r e i n e Gadratische)Matrix A m i t I A I = d e tA # 0
ex i s t i e r t e i n e Matrix A " , inverse Mat in genanntmitA-n.A-A.AE

D i e Kenntnis d e r inversen K a l i x erlaubt d i e

Lösung e ines l i n e a r e n Gleichungssystem

AÄ=5⇒F=Äb
• Bestimmung d e r inversen Mali×

A . A - ' = I A = a i ; A

!

a )



= Lösung v o n n l i nea ren Gleichungssysteme:

a )=/an---
den

a-n - - - ä h
'

: : : : : :
an...am/=ofi-oo-
am...ain)lo:i::i:)

¥

!

e t c .

⇒ A Äj = E j s iehe l i nea re GHgsteme

a - = dett%eE.IE?Ii;-
D . h . a n Che z - - - d a n n d e n denn---01h

: :|o o - - -
Ö

"

o

...:
o)anräne änmännann.---ein

a)u = # - )

cnn.am:4#ft--:tIJ



Hierbei i s t A j a d i e Untermatix v o n A bei
d e r d i e j - te Ze i l e u n d d i e K- t e Spalte gestrichen
we rd e n get

a , , 9 , 2 - . . Geh - - - d e n

d u d a - - . 9 2 k . . . d a s ! ! ! !

j-11.-j-1h-1 5-14+1.-jin*
=/:*:..:-.:
)

""!"! "!"!!

: : : : :m..-n

"

iii .
.

!

A m A n z . . . An k- - - d a n n

•

2x2MatixliiF.tl::):)::)

KIEigenwerkandeigenuektoren-
D e Durch d i e Gleichung

AXI-zxIF-wirde.in
Eigenvektaxi u n d e i n Eigennutz

definiert. ( E v ) ( E W I



• M a n s ieh t daß falls E r e i n E V v o n A
i s t , s o i s t a u c h < E r e i n E V , ä h , w e n n
e s E v s gibt d a n n i m m e r s o v i e l e

⇒ Bestimmungeines Minimalsatz
l i n e a r unabhängiger E r ?

⇒
( A - I I ) F z = 0 homogenes

1 i n . G L S

falls de t ( A - I I ) t o a eindeutige
Lösung F .E - 0 d i r . un in te ressan te Lösung

(A) ⇒ detCA-z.tl
charakteristische
Gleichung

n u r f ü r bestimmte Werte v o n 2 erfü l l t ! D i e s
s i n d d i e ebenfalls gesuchten Eigenwerte

( F ) i s t e i n Polynom n ' t e n G r a d e s i n RIA:(un)Matrix)

de tL A - I I I = Co + c . 2 + 4 2 4 . . . C-a)" i n

= ( z . - 2 ) (Rz-N---- (Rn-d)

(ts, Rz , _ . . , R u ) Eigenwerte



D i e Eigenuektoren s i n d d u r c h d i e

Lösung d e r l i n e a r e n Gleichung

( A - t u t )

"

=

0

gegeben. D a p e r Konstruktion d e t C A - z r . l k
können w i r d i e Gleichung n ich t w i e i m l e t z ten
Kapitel besprochen l ö s e n .

• D a m i t F u auch X X I Lösung, können
w i r fordern

!

ü

d .h . XI-ixret-r-i-XI.FI 1
D i e s legt e i n e Komponente fest,z . B . × ,→

• Reduktion d e s homogenen L G S n'ten
G r a d e s au f e i n i nhomogenes L G S
V o m G r a d ( n - e )

(A-21)

"

=

0

a m - 2 G e z - - - - d e n Xu ,
9 2 1 922-Z - - - - 0 2 h K 2

i.
(a.

ä.

!

an

!##

⇒



i s t z B . identisch z u

d e n - 2 d i e - - - d e n n Xan A n|"" Q " " - - -

❤

" → |× " ? |=-K¥24): : :

a n , , a n , , . . . a n , ,

¢,
g g ,

⇒ liefert X m , . . . , X u n - 1 a l s

F u n k t i o n v o n K e n ; d a n n Naming

Beispiel:
# = (y Y) nichtsymmetrisch!

de f l a te ) =/

"

Ist

= a - I - 4 = 0

⇒ 2 + = 3 R

!

_Eigenwert e

"!!"

H:)

↳ (1-1 ) × , = - 4×+ 2

- 2 X u = - 4 × + 2 X t

! !



d .h . R t = L (})
H IH I = 4 d t a f = L E E 1

⇒
* ⇐E)

" "

"! "!

z u R E }
e s
i s t

!

+ = - § nichtorthogonal

CD/reckesgrumetischekatizen-

D
Sa t z D i e E W e i n e r reellen, symme-trischenmatrixsindree

Beweis A- = (a i ; ) symmetrisch A I A
a i j = d j i

charakterist. Gleichung

F . ( a i j - h ä ; ) × ; = O i - 1 , 2 . . . - n

Exil ¥ (ai;-toi;)#× ,-= 0 ( * )



J

komplexe Konjugation v o n #

2¥ (ai,-2*9;-)× :X ; = 0

m i t a j = a j i (und 9 - = 9-i )
Z u #

E. ( a s : - # ^ )

#

*

= o

mir

"""

*

⇒ E H E a

B a d
* =

15
oz §
§) AT = A symnetisch!

!

A H A - z u =
I I I

"$#! ""!

%

.

= (3-2)/

"

II I = G -e ) (G-NC4-2) -4)

= (3-2 ) (i-91+16)
~

T.EE#TE--Et-E

" !

-

⇐ : : : ÷ : : : : :symmetrischen Matrix z u verschiedenen



Beweisen A T = A J
❤

§ A ß

EY:/ Ja , Xy. = X x i ⇒I.aijyixj-dfxigiI.si/
2aijyj=PGi=?Eaijgjxi=f3Ixiy,j

j

⇒ ( a- e ) ZTxiyi-I.ci/yixi-XiGi)
i

=daaij-g.it?Taii(GiXj-Xjgi/=o

⇒ E

! !

A-

BsP

!

* = (EFE) A E A symmetrisch!

E l f detlA-zII-ode.tl?rE.EzI=0
f - 2 )( - 2 - 2 ) - 5=0 2 2 - 4 - 5 = 0

1 = 1 - - 1 3
° × , = 55×+2

!

f-1
B -rs.sk#IiHo)x--alE)

F t ?
+ a n > Normierung

!



5 E)
"

e )=/!) r s - x - n t x . i o

!

(B-
^¥ ?

-

ß a u s NormierungF . =p

"

)

h i e r E i

"

= aß f t ) . (E)
= a ß ( E - E l

!

A n

CEIorthogonalekatizen-

Det: Eine reelle quadratischeMatrix heißt orthogonal
w e n n gilt Ä

d i r '
ATA = H AT = I

µ:::::p::

!

:)--fi...;)
ciinaiiaiiiimani.ci. U

A T A
spaltenvektoren s i n d orthogonal

analog Zeilen vektoren s i n d orthogonal



D i e Determinate e i n e r orthogonalen, reellenS o I M a h y i s t
B e i AT = A " ATA = I

d e t IATA) = d e t( F ) deHA) = 1

= (detCAP = 1 ⇒ det#) = ± 1

VIT.3Drehungenanddrehmatiz.IN
d e r Physik spielen Drehungen v o n Koordinatensysteme

e i n e große Rolle. Diese lassen s ich durch Matrizen i n
e i n e r kompakten Fo rm behandeln:

(A)Drehungenin.IR?-
D e r Einfachheit halber betrachten w i r z u e r s t Drehungen

4 ' = g - ch
is' n

%
"

n ä × '= r cosy'i"IÄ

!"

.

- -

cos '= l o s(y-d)= cosycosts + singsinch

Sing' = sinke-b)= singosch-cosysind



⇒ × ' = Eeg-rosch + EY
s i n d

y' =-Iggy
sind + REY cosch

ljt-f.IE:8/fnatixaausay
d e r Drehung

DIDrehmdix.is/R2D/ch)=fcoschsiuch-
swichcosd)

5M=Ü%!)=D

!

⇒ inverseDrehung = Drehung u m negativenDrehwinkel

• J D Ü D I N orthogonal M a n

* detCDI-coshh.su?--
Drehmatisen h a b e n Determinate + 1

• D Ich= o ) = ( ! ! ) = 1 Einhabmatix

* Drehungen i n IR? s i n d Abelsche Gruppe bzgl.
H i n t e r e i n a n d e rausführung



D - Dahn) =
fach
e
sink)(sose

hr
sind,

- sinkzuschz -Sushi
(Osc
h)

=

fcosdzcosdn-
siuchzsiuchscosdzsiuchntsinchzcoschn-
coschzsm.ch,-sich

cosch,

coschzlosch,-
suschzsuch)

= |
c o s

&

+d ) siukh.tk)
- switched ansah.

&

| = D - e)

CBIDrehungev.im/R3-
• Drehungen u m verschiedene Achsen

z . B .
z ' Z

! " ! ! "!""

Ag

(Ghz SYc
hz

0

0- s ü l z los!;) |!!!!!!!) (o cosdxsu.ch,: * : :
D z t ) Dylchy) Dx (&)



allgemeine Drehung: Hintereinanderausführy

Da i . A . n i c h t Abelsch (nicht kommutahnt

z B . Dz D.× # D . D z

← 0

#

⇐ ⑦ to
/ Dz

!

¥

$" "

¥

#

• Drehma l i zen reell, orthogonal

D"=
• d e t l e f

KITransformationvonMatize-
ldiew i r gesehen haben transformiert sich d e r
Koordinaten (spaltenluektor v o n F b e ie inerDrehung )
d e s Koordinatensystemw i e



⇐ E) → f ) = D (E)
E i n analoges Verhalten f indet m a n für Matrizen
( z . B . Trägheittensore inesstarren Körpers),w a s a u s

d e r Betrachtung v o n Beziehungen zwischen Vektoren
k l a r w i r d .

s e i beispielsweise
¥ ± (III) e ine allgemeine

l ineare Fur thon v o n F (Sz)

F ; = dig X j X E X i X E Y . I E Z

Rotation d e s Bezugssystem (Sumenkonvention!)

F . '=D

#

F j ×!=D

#

× ;

F-' = Di,F- = D ; a j a x " = Dijon Die Xe'

E E
⇒
a.ie?DijajuDIe#

i n Malixton Ä-DAD-1-DADTß



E i ( i ) d e t L A ' ) = d e t (DADT)
= de t D ) d e t (A)d e t ( D ) = detft)

I i i ) D i e E W v o n A ' s i n d dieselben w i e v o r #

detLA-RII-detlDADI.LI/=det(D-
CDADIzI)D)=detlA-tI)

→ I

V I I I . 4 Diagonalisierung symmetrischen
M a t r i z e n
Wi r betrachten symnetische reelle Nation A = AT

A

"

=

R ä z

2 reell, X I z u verschiedenen 2 orthogonal

Z u r Vereinfachung: symmetrische Natizen m i t paarweise
verschiedenen Eigenwerten ⇒ E U b i lden 0 N B

(Verallgemeinerung möglich)

Satz: E i n e ④ × n ) Matin A , d e r e n N E W paarweise
verschieden s i n d l äss tsich durch e i n e Matrix-

transformation

A → Haag =

Q-tAQ-
ayggagonagmg.mg



d j : E W. ) :÷i v o n A

0 0 _ .
_ I n

umgekehrt
* = Q #a. Q

!

Q -

"""!"!

Q"

D i e M a n Q w i r d durch d i e n (orthogonalen) E V
v o n A gebildet

⇐¥E¥

#!

Bewn

AEA

"

¥.._F) =

""

¥:---
¥)

= Q (!?!

!

in )

= QAa.az

⇒ A-= QAaiagQ.it D-



Folgerungen Determinate = Produkt der E W

&

=

detLQAaiagQ-Y-
detloi.IQ/taiagQ)Q)-
=det(Adiag)--
dnRz---Ff-

(A) F u n k t i o n e n v o n Ma t z e n

Aseiqnad-ahxAZ-A.lt
quadrat. Media

• Farb l ich f (A ) definiert ü b e r Taylorreihe

z . B . e
*

= I + A + JA? + - -t#Ante.

• Asymmetrisch A - A T

A

"

=
2 1 Eisenwerte + Eigenrektoren

fCAIFE.fm#ff
Wirkung v o n F I A ) a u f beliebigen
Vektor E = EC.F I



f -( A )

"

= [ f l a t C z )
~

Vorsichtb e i Rechenoperationen

E A . E B # e # B fa l l s [A , B ] # 0
i .A .

IT.gs/emelineaverDitterentialgleichunge--

E i n e Anwendung d e s Mati× kalküls i s t d i e Lösung v o n Systemen

l i n e a r e r Differentialgleichungen e r s t e rOrdnung

II.la/Igemeines--
• Newtons Gleichung f ü r 1 d im . harmonischen Oszillator im Phasenr a n

I I I . (° ' N ö =L:')
: ÷

¥5 = Auf ⇒jttkexplAH.to/JHd-mitABjHd

w i e haben w i r e # z u verstehen? ⇒ Taglorreihe


