kinetische Gastheorie

Zuruckfihrung der makroskopischen
Zusammenhange: p(V,T)

auf mikroskopische Ursachen.

Atomistische Natur der Gase lange umstritten,

Akzeptanz Ende 19. Jahrh., Boltzmann.

Modell des idealen Gases:

harte Kugeln — gerade Flugbahnen
ZusammenstolRe — Richtungsanderung

Energie und Impulsaustausch

mittlerer Abstand grol3 gegen Durchmesser

Q

— ,Eigenvolumen* klein gegen verfluigbares

Volumen

Wechselwirkung ftr a > 2r, vernachlassigt

elastische Stbl3e — Energieumverteilung

elastische StolRe mit der Wand — Druck
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Kréafte zwischen Teilchen (Atomen) eines Gases
und deren Idealisierung

typischer Verlauf Epu(r)

F
$7P‘-3ca:<5‘kw\ P
. r
T &,
repulsiv attraktiv
isi OO
* |dealisierung 1 Vi, |
(.harte Kugel“) oo
@ @
gut, wenn: v 8
Epot(fmin) << <Euin> -
. >
0 2rg r
E t
* |dealisierung 2
(,Teilchenvolumen* — 0)
gut, wenn Dichte gering 0 .

N VTeiIchen << VBehéltef

N = Gesamtzahl der Teilchen in Vgenaiter

aber: Impuls- und Energieaustausch zwischen
Teilchen mdglich

r, <<(r)
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Dichte bei 1 bar:
p =3 - 10" Teilchen/cm® = 3 - 10* Teilchen/m’

Io(He) = 0.05 nm

< >*N=1m’ N = Teilchen/m?

<r>>=1/Nm*~30- 104 m° Abschatzung

<r>~310°m =3nm>>r,

wenn mittlerer Abstand <r> =~ r,
— Wechselwirkung und ,Eigenvolumen®
nicht vernachlassigbar

— Eigenschaften ,realer* Gase
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Druck - mikroskopisch

Annahme: Molekulle als Massenpunkte
nur Translation, keine rotierenden oder

schwingenden Molekile

T /
Druck / //
p = Kraft/ Flache, hier: y /e )
p=dFua(N,v) /dA  (p = Druck) |
y “
Impuls e

dFg4a = dAp/dt = pro Zeiteinheit Ubertragener Impuls
(Ap = Impulsubertrag)

|dFga]= N 2mv N = N-StoRe-pro-Sekunde

fir N StoRe mit v L dA :

p=2Nmv/dA (p=Druck)

d.h. Druck durch Impulstbertrag

n = N/V = Teilchendichte

Ny = N(vy)/V = Dichte der Teilchen mit |v,|
50% davon treffen in dt auf dA

Zahl der Treffer Z auf dA in dt:

Z =% n, vy dA dt
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Impulsiibertrag daher

d(Apy) = Z2mvy = Y2n, vy dA dt 2 mv,
Poruck = AFga(N,Vv) / dA = [d(Apy)/dt] / dA

— 2
pDruck— 1/2 2 Ny M Vy

ImpulsUbertrag beim elastischen Stof3 auf eine Wand

-Vx

<l

Ap =2myv,

S !
\V

vy
VX

Avy = 2vy, Avy =0

nicht nur Teilchen mit v L dA (also vy, = v, = 0) tragen

zum Impulstbertrag (und Druck) bei, aber auch schrag
zur Wand fliegende Teilchen Ubertragen nur Impuls

AP = 2 mvy
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Moleklle haben unterschiedliche Geschwindigkeiten

v, ersetzt durch <v,*>

<v,>>= (1/N) fN(vX) v,o dv,

Druck wirkt isotrop
(Impulstbertrag auf Flachen L dA gleich)

V5> = <vyS> = <y, >
<v,>> = (1/3) <v*>
p(Druck) = (2/3) n %2 m <v*>
H_J
<Exin>
= p(Druck) = (2/3) n <Ej,>

spater: <Eyi,> = 3/2 kT (definiert T)
= p=nkT

mit n =N/V (N = Gesamtzahl der Teilchen)

pV =(2/3) N (2 m <v>>) (= const. bei fester T)
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Thermodynamik =, statistische" Physik

Phanomene begrindet durch das Wirken sehr vieler
Teilchen (typisch N > 10%)

Verhalten einzelner Teilchen kann nur ,in Gedanken®
verfolgt werden. Experimente mit einzelnen Atomen oder

Molekilen heutzutage jedoch moglich

Phanomene durch Mittelwerte, genommen Uber sehr

viele Teilchen, erklaren

individuelle Eigenschaften, z.B. Geschwindigkeit, cha-

rakterisiert durch Verteilungsfunktionen
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kinetische Gastheorie liefert:

*) pV =(2/3) N (¥2m <v*>) pVoaN
N = Zahl der Molekile im Volumen V
Bezug meistens: Stoffmenge Mol
dann N = I—Avogardo , V=V

H_J
auch: Np

experimenteller Befund:

PVoT bei gegebenem N
—> PV=NkKT k = Proportionalitatskonstante
> Yam<v>=<Egp> o« T

Vergleich mit (*) liefert Definition der absoluten
Temperatur:

om<v®>=<Eq> = (3/2) kT
mit k = 1.38054 [J/K]

Es gilt nicht nur <v,*>= <v,*> = <v,*>
als Mittel (zu fester Zeit) tber alle Teilchen

sondern auch <v,”> = <v,"> = <v,*>,
als zeitliches Mittel flir einzelnes Teilchen
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Ergoden-Hypothese

betrachtet:

die mit einem Teilchen verbundene physikal. Groél3e,
z.B. Geschwindigkeit v
in Ensemble von N Teilchen:

(a) Momentaufnahme aller N Teilchen
Bestimmung von v fur alle Teilchen
Daraus ermitteln:

— Verteilungsfunktion fo-(Vv)
— ,Scharmittel

(b) Verfolgung der ,,Geschichte” eines
einzelnen der N Teilchen. Viele [Z]
Messungen in kurzen Zeitabstanden:

— Verteilungsfunktion f-(v)
— Zeitmittel"

Ergoden-Hypothese: Wenn sowohl N als auch t (und z)
hinreichend grol3 sind, gilt

f<N> — f<'[>

Scharmittel* =  Zeitmittel“
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Verteilungsfunktion f(v)

p = (1/3) n m <v*> (siehe Skript S. 150)
mit
<v?> = j v’f(v) dv | hier gemeint f(v)=f(|v|)
0

f(v)dv = Bruchteil aller Teilchen mit Geschwindigkeit
zwischen v und v + dv

Form von f(v) noch zu bestimmen

Normierungen: f(v) dv = (N(v)/N) dv

mit N = j N (V) dv Gesamtzahl
0 aller Teilchen

= Tf(v) dv = (1/N) TNN(V) dv=1

- J
Y

also

Tf(v) dv=1

beachte: daraus gilt
N(v>u)=N j f(v)dv
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vollstandige Herleitung der
Geschwindigkeits-Verteilungsfunktion fys(|v])
(Maxwell-Boltzmann Verteilung)

— siehe Bicher Uber statistische Mechanik
(resp. Theorievorlesung)

im De-Buch (S. 202 und ff.) Zusammenhang mit
Barometrischer Hohenformel hergestellt

(Beispiel von physikalischer Argumentation)

aus Uberlegungen der Hydrostatik:

— -(po /po) g h — -mgh/(KkT)
P=DPo€ Po €

Barometrische Formel flr isotherme Atmosphéare

im Thermodynamischen Gleichgewicht
(Zustandsgrof3en p, p, T andern sich zeitlich nicht):

Konsistenz zwischen fygt(lv]) und Dichte-Verteilung
p7(h) bei isothermer Atmosphare (T ist fest) legt fest, wie
fus t([v]) aussehen muss, damit sich die korrekte n(h)
oder p(h) einstellen kann
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alternative Herleitung:

allgemeine Aussage aus der Thermodynamik

(Genaueres siehe spater: statistische Mechanik)

System kann Zustande mit Energien E; annehmen
i=1,2,..)

Zahl der Zustande i mit Energie E;; g;
gi = ,statistisches Gewicht des Zustandes E;*

Wahrscheinlichkeit W;, das System im Zustand E; zu
finden ist:

W; =g e E'*T  (Boltzmann-Verteilung)

e “E/KT = Boltzmann-Faktor*

Geschwindigkeitsverteilung: Zustande nicht durch
,diskrete® Variable i gekennzeichnet, sondern durch

_kontinuierliche” Variable v

— W; 2 W(v)=f(v), hier: Ei2 E(v) =% mv’
gi £ g(v) noch bestimmen

sowie Normierung jf(v) dv =1 sicherstellen
0

(hier jeweils |v| gemeint)
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zum ,statistischen“ Gewicht von v

V-

A
\

L

Schnitt durch eine Kugel im Raum (vy, vy, V)
mit Radius r = |v]|.

betrachtet:
Kugelschale mit Radius v und Dicke dv

Haufigkeit des Wertes u mit v < u < v + dv ist
proportional zu V = 4 v* dv (Kugelschale)
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Damit wird:
f(v]) dv = 4nv® C e %™ /K gy
C aus Normierungsbedingung bestimmit:

< _ 2
[a4nv? Cc e ™ Mdv=1
0

also C*'= f4n vie TEM KT gy = (m/2nkT) 32

damit: Maxwell-Boltzmann-Verteilung:

f(Jv]) = 4n v* (M/2rkT) ¥% e =M /KT
H_J — ~ /) —

_/

~—

v v
statistisches Gewicht l Boltzmann-Faktor
Normierungsfaktor

wesentlich:
f(lvl) - V2 e —Y¥%mv? /KT
f(Jv[) dv= Wahrscheinlichkeit, Teilchen im
Intervall dv um |v| zu finden

f(v]) = Wahrscheinlichkeitsdichte
Wabhrsch. pro Geschwind.-Intervall
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Verteilungsfunktion f(v,) fur die Geschwindigkeits-
komponente v,
= symmetrische Gausverteilung

f(v,) =C Lo 2T
[
>
0 v,

beachte:

e Im thermodynamischen Gleichgewicht muss gelten
f(v,) = f(-v,)

* Gas betrachtet im Volumen mit H6he dh, derart, dass
m g dh << %2 m v,°

= dann keine Richtung ausgezeichnet, also

f(v) = f(vy) = f(v2)

259



Verteilungsfunktion fur (z.B.)
Komponente v, der Geschwindigkeit

analoge Uberlegung:

Boltzmann-Faktor: e /™'
statist. Gewicht g (v,) =1 (da 1-dimensional)

.I:(VZ) — C' e—%mvﬁ/kT

stationare Situation —  f(v,) =1 (-v,)

aus [f(v,)dv,=1 — C = (m/2nkT)"?

—00

also f(v,) = (m/2nkT)1’2 @ HAmvz /KT

entsprechend fur f(vyx) und f(vy)

daraus f(|v]) tber f(|v]) = f(vy) f(vy) f(v,)

mit der Randbedingung |v|* = v,° + v,* + v,°
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Geschwindigkeitsverteilung und
charakteristische Geschwindigkeiten

An(v)

-

V = v
Jve

Maxwell-Boltzmannsche Geschwindigkeitsver-
teilung mit wahrscheinlichster Geschwindigkeit vy, mittlerer
Geschwindigkeit (v) (welche die Fliche unter der Kurve
n(v) in zwei gleiche Hilften 1 und 2 teilt) und der Wur-

zel aus dem mittleren Geschwindigkeitsquadrat v v?

Verteilung |v| erstreckt sichvon 0 bis «

Maximum — wahrscheinlichste Geschwindigkeit

2kT
° Vw Y
V' m
mittlere Geschwindigkeit: (v) = T\v’f(v)dv
0

° <V>: EZVWTC_%'Z
V Tm

mittleres v : <v2> _ _[vzf(v)dv

. <v2>:3kT/m
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Variation von f(|v|) mit T

nvdv

‘ g Ty=70K

s"'-,

%
% 1 -
200 400 600 v [m/s]

Vi (T1)
E—
Vw (T2)

Geschwindigkeitsverteilung von N>-Molekiilen
bei zwei verschiedenen Temperaturen. Die Flichen unter
beiden Kurven geben die gesamte Teilchenzahl pro Volu-
meneinheit an und sind deshalb bei einer abgeschlossenen
Gasmenge gleich

mit <v2> =3kT/m ergibt sich sofort
wieder aus  (E,) =%m <v2>

(E) =(312) KT =(#2)k T

typische Werte: N,, T =300K

vy = 422 mls <v2> =517 m/s

(Eyin ) Molekit = (3/2) K T = 6.21 -10% J

Zahl der ,Freiheitsgrade*
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Teilchendichte (Teilchen/m?®)

P Vmoa=Na kT (aus kinet. Gastheorie etc.)
spater: (Na k) = R experimentell bestimmt

R/Na=k=1.3810"°J/K (Na=L)

N /V =n (Teilchendichte)

Pp=nkT

n=p/kT p =1 bar = 10° N/m?

T =300 K
n=10° (N\/m?) /[1. 38 107 (J/K) 300 (K) ]

also, bei Druck 1 bar:

n~ 310% [Teil./m’] =3 10" [Teil./cm’]
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Energie pro Freiheitsgrad

(Exn) =(32) KT

da Vi Vo + Vs =V
und
folgt (v)=(13)(v*)

Bewegungsenergie verteilt auf vy, vy, v,

,drei Freiheitsgrade“ (fyans = 3)

daher
pro Freiheitsgrad: (E,,,) = % kT

jedoch:

Molekdle rotieren und schwingen

— auch Energieaufnahme (zusatzlich zur kinetischen

Energie der SP-Bewegung!)
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Freiheitsgrade der  Translation,
Rotation und

Vibration

gekoppelt durch Stole.

el

e
-0 —» 00 -— 0—0

im thermischen Gleichgewicht:

Energie pro Freiheitsgrad (E) =% kT
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Gleichverteilungssatz

Bei thermischem Gleichgewicht (s.u.)
und im Ensemble-Mittelwert gilt

Energie pro Freiheitsgrad

<EFreiheitsgrad> =% KT

Atome: f=3
T RV
| /o
2-atomiges Molekil: f=3+2+2=7 (5)

3-atomiges Molekil: f=3+3+6=12 (6)

<ETeilchen> — (f/2) kT

<Erreineitsgrad™ = ¥2 KT gibt quantitativen Zusammenhang
E — T via statisches Mittel Uber viele Teilchen oder
lange Zeiten.

,remperatur” ist nur dann physikalisch sinnvolle Grél3e,
wenn weitere ,Verteilungsfunktionen“, z.B. f{(v),
bestimmten Anforderungen im thermischen
Gleichgewicht” gentgen.
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Transportprozesse in Gasen
dominiert durch Streuung

Diffusion
(Transport von Teilchen)

Warmeleitung
(Transport von Energie)

spater: Viskositat (,Zahigkeit")
(Transport von Impuls)

Streuprozess

StolRquerschnitt fr , harte Kugel”

Alle Teilchen A, deren Mittelpunkt durch die Flache
G = Tc(r1+r2)2 um den Mittelpunkt von B laufen, werden

durch den Stol3 mit B aus ihrer geraden Bahn abgelenkt.
Diese Flache o heil3t Stof3querschnitt.

1
E k r fo

Stol-
parameter b
und StoBquer-
schnitt o bei
Stollen zwi-
schen harten
Kugeln mit Ra-
dien r; und

Annahme ,harte Kugel“ ist grobe Naherung

I.d.R. Wechselwirkung Epo = Epoi(r)
(grolRere Reichweite des Potentials)

dann wird 6 = 6 (Estor)

d.h. Sto3querschnitt abhangig von der Stol3energie
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Abschwachung durch Streuung

Wahrscheinlichkeit flr Stol3 pro Weglange Ax:
W = (abgedeckte Flache) : (Gesamt-Flache)

W =>oc/A
> o0,=Ngo

Ng =ng AX A
W =0 ng AX

Zahl der Stoflke, die Teilchen A erleiden:
ANpA =NaW =Np o ng AX

Aus Richtung ,geradeaus” gehen dN, Teilchen auf der
Strecke dx verloren

dNA/NA:- c Ng dx

o Ng X

- Na(X) =Ny e No = Na(0)
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mittlere freie Weglange

AX N(x)4
(o} No
— o NG s
X s/ ©
(o

X
Streuvolumen
der Teilchen B

Zur Definition der mittleren freien Weglinge A

Wahrscheinlichkeit fur Stold auf Strecke dx
dW = dNa(X)/Ng

Strecke A, die — im Mittel — ohne Stol3 durchlaufen
werden kann: mittlere freie Weglange A

A= Tx dW(x)

0

A = (1/N,) :x | dNA(X)/dX| dx

A= ong [xe ik

A= 1/(ong) [ml NA(A) = -2
h
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Brownsche Bewegung

statistische Verteilung von Richtung und Lange der
Wegsticke durch Stél3e mit anderen Teilchen

Verteilung der Lange L gerade Wegstiicke

—L/A
W(L)=ae A:i
1le;
q
20k a
15
1o | | I
ale
"’ s
0 - -
l‘_L_.'I L1 L3 A L
Lo
a) b)

(a) Statistische Bahn eines Teilchens (Brownsche
Bewegung) unter dem EinfluB von St6Ben mit Luftmolekii-
len; (b) Histogramm fiir die Messung der Léngenverteilung
zwischen zwei StoBen
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